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Αν μια συνάρτηση f είναι: 

 συνεχής στο κλειστό διάστημα *α,β+ 

 παραγωγίσιμη στο ανοιχτό διάστημα (α, β) και 

 f(α) = f(β) 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  ξ α,β  τέτοιο ώστε: f (ξ) 0   
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Α3  
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Μια συνάρτηση δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού της όταν: 
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Α5. 
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 α) Σ  β) Λ  γ) Λ                       δ) Λ                 ε) Λ 10 
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 
 

 2

α
f x , x 1 , α 0

x 1


    


   1 

Πρέπει  
α

f 1 1 1 α 4
4


          
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 
 

2

4
f x 0 , x 1

x 1


    


 

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο   ,1  , άρα η f είναι 1-1 άρα ορίζεται η f-1. 

2 

Αφού η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα έχουμε:
 

          



 

 
      

 f xx 1
1 D f A f ,1 lim f x , lim f x ,4

 

2 

 
4x y

f x y y .... x
x 1 y 4

     
 

 

Άρα είναι  1 x
f x , x 4

x 4

  

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      1 1

1

ggof f

x
D x D /f x D x 4/ 0 x 4/x 0 ,0

x 4
 

  
           

 
 

2 

       1 1 x
gof x g f x ln

x 4

   
   

   
1 

Είναι  


 
  

  x 0

x x
lim 0, οπότε αν u=  τότε u 0 και

x 4 x 4  

 

 
   

  u 0x 0

x
lim ln limlnu

x 4
, άρα η x=0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της 1gof

C   

2 

Είναι  


 
  

  x

x x
lim 1, οπότε αν u=  τότε u 1 και

x 4 x 4  

x

x
lim ln ... 0

x 4

 
  

 
 , άρα η y=0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της 1gof

C 
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Για κάθε x 0  έχουμε:  

                   1 1 1 1 11 1 1
συν 1 f x συν f x f x f x συν f x

x x x
 

 

2 

 

   


 1

x 0
lim f x 0  

  1

x 0
lim f x 0


  

1 

΢ύμφωνα με το κριτήριο της παρεμβολής είναι  1

x 0

1
lim f x συν 0

x





 
 

 
 1 
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 
 

1

1f x
1 0 f x συνx 0

συνx



      

Έστω η συνάρτηση      
    

 

1 π
φ x f x συνx , x 0,

2
 

 

1 

 η φ είναι συνεχής στο 
π

0 ,
2

 
 
 

 ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων 

       1φ 0 f 0 συν0 1 0 

          

   
      

    

1

π
π π π 2φ f συν 0

π2 2 2
4

2

 

1 

Άρα ισχύει το θεώρημα Bolzano για τη φ στο 
π

0 ,
2

 
 
 

, άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα 

o

π
x 0 ,

2

 
 
 

 , τέτοιο ώστε       1

o o oφ x 0 f x συνx 0  
1 

φ′ x =  f−1 ′ x − ημx = −
4

x(x−4)
− ημx < 0  για κάθε 𝑥 ∈  0,

π

2
  

Άρα η φ είναι γνησίως φθίνουσα  οπότε το 𝑥0 είναι μοναδικό 
2 
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 
   

x 2x

2 2
x x

2e e 1
f x 1 0 , x

e 1 e 1


       

 
  

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  . 

3 

    
x x

x xx x x

2e 2e 2 0
lim f x x 2 lim x 2 x 2 lim 0

e 1 e 1 0 1  

    
             

     
 

Άρα η ευθεία  ε : y x 2    είναι ασύμπτωτη της fC στο   . 

3 

 

Γ2 

 

6 

 
 

 

x x

3
x

2e 1 e
f x , x

e 1


   


  2 

𝑓 ′′  𝑥 = 0 ⇔ 1 − 𝑒𝑥 = 1 ⇔ 𝑥 = 0 

 𝑓 ′′  𝑥 > 0 ⇔ 1 − 𝑒𝑥 > 1 ⇔ 𝑥 < 0 

 

2 

Tο σημείο με το μέγιστο συντελεστή διεύθυνσης είναι το  Α 0, 1  

Η εξίσωση της εφαπτομένης είναι 
1

y x 1
2

    
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Έζηω η ζςνάπηηζη           



x

x

2e
h x f x x 2 ,x

e 1
 και είναι    h x 0 ,x   1 

Σο εμβαδόν του χωρίου  Ε α  που περικλείεται από την fC  , την ευθεία  ε  , τον 

άξονα y΄y και την ευθεία με εξίσωση  x α , α 0,    είναι     
0

α

Ε α h x dx

   

 
1 

Έηζι έσοςμε        
0x0 0

α

x
α α α

2e xΕ α h x dx dx 2ln e 1 2ln2 2ln e 1 τ.μ
e 1

           
 3 

Ιζσύοςν    o

μονάδες
α t 2ln2 , α t 2

sec
     1 

Αν Ε1(t) είναι ηο εμβαδόν ηος σωπίος ωρ ζςνάπηηζη ηος σπόνος, ηόηε ιζσύει

       
α t

1Ε (t) Ε α(t) 2ln2 2ln e 1  
1 

 
   

 


  



α t

1 α t

α t e
Ε t 2

e 1
Άρα  

   

 





 
      

 

0

0

α t 2ln2
0

1 0 2ln2α t

1
4α t e 2e 4 τ.μ4Ε t 2 2
1e 1 5 sece 1 1
4

 2 
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      β 0 ισχύουν :   ημβ β β ημβ β, οπότε έχουμε:  1 

   

   
       






  

     
      

f

f

β ημβ f β f ημβ
f β f 2β f ημβ f 3β

2β 3β f 2β f 3β
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Η συνάρτηση  f ′  είναι συνεχής στο ℝ ως γινόμενο των συνεχών 2x  και f. 

Έτσι έχουμε  
 

        
     

   

0
0

x x 0x 0 Dlh x 0

f(x) x f (x) x f(x) f (0) 0 f(0)
lim lim f(0)

e 1 e e  

Ακόμη, 


 
 

 
xx 0

f(x) x
lim 1

e 1
. Άρα, f(0) 1.  (Ή με βοηθητική συνάρτηση) 

2 

Έχουμε           
 

2 2 2
1

x x xg x 2xe f x e f x e 2x f x f x 0 , x                 1 

Άρα η g είναι σταθερή στο  , άρα υπάρχει σταθερά c  τέτοια ώστε 

 g x c , x    
1 

Για x=0 έχουμε        0g 0 e f 0 c 1
  
Άρα είναι  g x 1 x    1 

Άπα είναι    
2 2x xe f x 1 f x e , x       1 



 

 

Γ2. 

 

7 

α.  
2xf x 2xe , x    

 
2 2x 2 xf x 2 e 4x e 0, x     

  
Άρα η f είναι κυρτή στο  και η f ′  γνησίως 

αύξουσα 

2 

β.  Για x=0 η ζητούμενη γίνεται     1 f(0) 1 1 1 1  και ισχύει ως ισότητα. 1 

Για x>0 εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Σ για την f στο διάστημα  0,x  οπότε υπάρχει 

τουλάχιστον ένα  ξ 0,x  τέτοιο ώστε  
    

  


f x f 0 f(x) 1
f ξ

x 0 x
 

2 

Έχουμε        
  

          
f f(x) 1

0 ξ x f 0 f ξ f x 0 f x
x

 

     
2

x 0 1
x0 e 1 xf x 1 f x 1 xf x

  

          

Άρα για κάθε x 0  ισχύει    1 f x 1 x f x     

2 

Δ2β)   2ος  ΣΡΟΠΟ΢  

Γ2β. 

 

5 

Είναι    
2xf x 2xe 0,για κάθε x>0 ,οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

[0, )   αφού είναι συνεχής. Έτσι για     x 0 f(x) f(0) f(x) 1
 

Η ισότητα μόνο για χ=0 

2 

Για x 0   θεωρούμε τη συνάρτηση   φ(x) f(x) 1 χf (χ)
 

Είναι          φ (x) f (x) f (x) χf (χ) xf (x) 0,  για κάθε x>0  οπότε η φ είναι γνησίως 

φθίνουσα στο [0, )  . 

2 

Έτσι για κάθε      x 0 φ(x) φ(0) f(x) 1 xf (x) με την ισότητα μόνο για χ=0. 1 
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   
1

0

Επειδή είναι f x 0 , x είναι Ε Ω f x dx( )     
 

1 

Από τη σχέση    1 f x 1 x f x     και επειδή η ισότητα ισχύει μόνο για x=0 

έχουμε                 
1 1 1

0 0 0

f x dx 1 x f x dx E 1 x f x dx
 

1 

         
1 1 1 1

1

0
0 0 0 0

1 x f x dx 1dx x f x dx 1 xf x f x dx               

 1 f 1 E 1 e E      . Άρα είναι 
1 e

E 1 e E Ε
2


      

2 



από τη γνωστή ανισότητα ln x x 1 , x 0     

θέτοντας όπου x το 
2xe  έχουμε 

22 xx 1 e  ( η ισότητα ισχύει μόνο για x=0 ) 

     
11 1 13

2

0 0 00

x 4
x 1 dx f x dx x f x dx E

3 3

 
       

 
    

2 
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Η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται:  

                         2 2 2 2f x 1 f x f x 1 f x f x 1 f x f x 1 f x . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση      h x f x 1 f x , x     

1 

     x , h x f x 1 f x        1 

Είναι      
f

x x 1 f x f x 1 h x 0 , x
 

            

Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο   

1 

Έχουμε            
h

2 2 2 2

1 1
f x 1 f x f x 1 f x h x h x x x


          

 
2

x x 0 x x 1 0 x 0 ή x 1 x 0 ή x 1              

3 

 


