
Τάξη Γ

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ

ΖΗΤΗΜΑ Α

Α1. ΄Εστω µια συνάϱτηση f ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό σηµείο του ∆. Αν η f
παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, τότε να αποδείξετε

ότι f ′(x0) = 0:

Μονάδες 7

Α2. Να αντιστοιχίσετε κάθε µια από τις συναρτήσεις α, ϐ, γ, δ σε εκείνη από τις συναρτήσεις Α, Β, Γ, ∆,

Ε, Ζ, Η, Θ που είναι η παράγωγός της.
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Μονάδες 4

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, δίπλα στο γράµµα

που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση

είναι λανθασµένη.

α) Κάθε συνάρτηση f που έχει πεδίο ορισµού το R δεν έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη.

β) Κάθε συνάρτηση f για την οποία ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ R− {0} είναι σταθερή.

γ) Μία συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της, αν

υπάρχουν x1; x2 ∈ ∆ µε x1 < x2 τέτοια, ώστε f (x1) < f (x2):

δ) Αν µια συνάρτηση f δεν µηδενίζεται σε ένα διάστηµα ∆ και αλλάζει πρόσηµο στο διάστηµα

αυτό, τότε δεν είναι συνεχής στο ∆.
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Τάξη Γ

ε) Για τη συνάρτηση f (x) =
ηµ x

x
; x ∈ R∗ υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο στο οποίο δεν είναι

συνεχής.

Μονάδες 10

Α4. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0; +∞) → R της οποίας η γραφική της παράσταση ϕαίνεται στο παρακάτω

σχήµα.

Να αντιγράψετε στο τετράδιό σας τα ολοκλη-

ϱώµατα και να συµπληρώσετε τα κενά τετράγω-

να µε τις τιµές των ολοκληρωµάτων:
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ΖΗΤΗΜΑ Β

∆ίνονται οι συναρτήσεις h : [0; +∞) → R και g : R → R µε τύπους h(x) =
x − 1

x + 1
και g(x) = ex :

Β1. Να αποδείξετε ότι :

α) Η συνάρτηση h αντιστρέφεται και η αντίστροφή της είναι η h−1(x) =
1 + x

1− x
; x ∈ [−1; 1):

Μονάδες 6

β) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων h και h−1 δεν έχουν κοινά σηµεία.

Μονάδες 3

Β2. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f = h ◦ g:

Μονάδες 4

∆ίνεται ότι f (x) =
ex − 1

ex + 1
; x ∈ R:

Β3. Να αποδείξετε ότι :

α) Η συνάρτηση f είναι περιττή.

Μονάδες 3

β)

1Z
−1

f (x) d x = 0:

Μονάδες 4

Β4. Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της Cf και να αποδείξετε ότι η Cf ϐρίσκεται ανάµεσα σε αυτές.

Μονάδες 5
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Τάξη Γ

ΖΗΤΗΜΑ Γ

∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = (x − 2) · ln x; x > 0:

Γ1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή και να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf
στο σηµείο Α (1; 0) :

Μονάδες 4

Γ2. Να αποδείξετε ότι :

α) Για τη συνάρτηση f ισχύουν οι υποθέσεις του ϑεωρήµατος Rolle στο διάστηµα [1; 2]:

Μονάδες 2

β) Υπάρχει ακριβώς ένα xο > 0 στο οποίο η συνάρτηση f παρουσιάζει ελάχιστο

Μονάδες 4

γ) f (x) +
(xο − 2)2

xο

≥ 0 για κάθε x > 0:

Μονάδες 4

Γ3. Να εξετάσετε αν η εξίσωση 2f (x) + x = 1− (xο − 2)2

xο

έχει λύση στο (0; +∞):

Μονάδες 5

Γ4. Να υπολογίσετε το όριο lim
x→x0

»
ηµ x

f (x)− f (xο)
+ συν

„
x

x − xο

«–
:

Μονάδες 6

ΖΗΤΗΜΑ ∆

Ο κατακόρυφος τοίχος ύψους 1 m του παρακάτω σχήµατος απέχει 3
√
3 m από ένα ψηλό κτήριο. ΄Ενα

δοκάρι στηρίζεται στα αριστερά του τοίχου και ϕτάνει µέχρι το κτήριο. Αν ϑεωρήσουµε ότι το πάχος του

τοίχου όπως και του δοκαριού είναι αµελητέα και x rad, µε 0 < x <
ı

2
; είναι η γωνία που σχηµατίζει το

δοκάρι ΑΒ µε το έδαφος όπως ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα, τότε :
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Τάξη Γ

∆1. Να εκφράσετε τα ΚΑ και ΚΒ συναρτήσει της γωνίας x και να αποδείξετε ότι το µήκος ΑΒ του

δοκαριού, σε µέτρα, συναρτήσει της γωνίας x είναι

(ΑΒ) = f (x) =
1

ηµ x
+

3
√
3

συν x
; x ∈

“
0;

ı

2

”
Μονάδες 3

∆2. Να ϐρείτε το ελάχιστο µήκος του δοκαριού ΑΒ που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε.

Μονάδες 5

∆3. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο τιµές της γωνίας x; για τις οποίες το µήκος ΑΒ του

δοκαριού γίνεται 10 m.

Μονάδες 4

∆4. ΄Εστω ¸; ˛ ∈ R; µε 0 < ¸ < ˛ <
ı

2
: Να αποδείξετε ότι :

α) ¸ ≤ x ≤ ˛ ⇔ ¸ ≤ ¸+ ˛ − x ≤ ˛:

Μονάδες 2

β) Η συνάρτηση f είναι κυρτή.

Μονάδες 3

γ) 2f

„
¸+ ˛

2

«
≤ f (x) + f (¸+ ˛ − x) ≤ f (¸) + f (˛); για κάθε x ∈ [¸; ˛].

Μονάδες 5

δ) (˛ − ¸) · f
„
¸+ ˛

2

«
<

˛Z
¸

f (x) d x < (˛ − ¸) · f (¸) + f (˛)

2
:

Μονάδες 3

Καλή επιτυχία στις Πανελλήνιες Εξετάσεις

Νίκος Παπαγγελής
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Τάξη Γ

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΖΗΤΗΜΑ Α

Α1. Σχολικό ϐιβλίο.

Α2. α→Ε ϐ→Α γ→Η δ→Θ

Α3. Λ - Λ - Λ - Σ - Λ

Α4. 2 - 4 - 6 - 12

ΖΗΤΗΜΑ Β

Β1. α) Η συνάρτηση h είναι συνεχής και για κάθε x ∈ [0; +∞) ισχύει

h′(x) = ::: =
2

(x + 1)2
> 0

οπότε η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα, άρα και 1 − 1: Συνεπώς η συνάρτηση h αντιστρέφεται.

΄Εχουµε:

h(0) = ::: = −1 και lim
x→+∞

h(x) = ::: = 1

Η συνάρτηση h είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0; +∞); οπότε το σύνολο τιµών της

είναι

h
`
[0; +∞)

´
= [h(0); lim

x→+∞
h(x)) = [−1; 1)

Συνεπώς το πεδίο ορισµού της αντίστροφης συνάρτησης h−1 είναι το διάστηµα [−1; 1):

Για κάθε x ∈ [0; +∞) και για κάθε y ∈ [−1; 1) έχουµε:

y = h(x) ⇔ y =
x − 1

x + 1
⇔ :::⇔ x =

1 + x

1− x

Εποµένως η αντίστροφή συνάρτηση της h είναι η h−1(x) =
1 + x

1− x
; x ∈ [−1; 1):

β) Στο διάστηµα [0; 1); ϑεωρούµε την εξίσωση

h(x) = h−1(x) ⇔ x − 1

x + 1
=

1 + x

1− x
⇔ :::⇔ x2 = −1

που είναι αδύνατη. ΄Αρα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων h και h−1 δεν έχουν κοινά σηµεία.

Β2. Πρέπει x ∈ Dg και g(x) ∈ Dh:

x ∈ Dg ⇔ x ∈ R

και

g(x) ∈ Dh ⇔ ex ≥ 0 ⇔ x ∈ R

Εποµένως η συνάρτηση f = h ◦ g ορίζεται στο R µε τύπο

f (x) = (h ◦ g)(x) = h(g(x)) =
g(x)− 1

g(x) + 1
=
ex − 1

ex + 1
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Τάξη Γ

Εποµένως f (x) =
ex − 1

ex + 1
; x ∈ R:

Β3. α) Για κάθε x ∈ Df = R ισχύουν −x ∈ R και

f (−x) = e−x − 1

e−x + 1
=

1

ex
− 1

1

ex
+ 1

=

1− ex

ex

1 + ex

ex

= −f (x)

΄Αρα η f είναι περιττή.

β) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος I =

1Z
−1

f (x) d x ϑέτουµε

x = −u

οπότε

d x = − d u

x = −1 ⇒ u = 1; x = 1 ⇒ u = −1

Εποµένως

I =

1Z
−1

f (x) d x = −
−1Z
1

f (−u) d x = −
1Z

−1

f (u) d u = −
1Z

−1

f (x) d x = −I

Εποµένως

I = −I ⇔ 2I = 0 ⇔ I = 0

Β4. ΄Εχουµε

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ex − 1

ex + 1
=

0− 1

0 + 1
= −1

οπότε η ευθεία y = −1 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της Cf στο −∞:

Επίσης

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ex − 1

ex + 1
= lim

x→+∞

ex
„
1− 1

ex

«
ex
„
1 +

1

ex

« =
1− 0

1 + 0
= 1

οπότε η ευθεία y = 1 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της Cf στο +∞:

Για να αποδείξουµε ότι η Cf ϐρίσκεται ανάµεσα στις ασύµπτωτες, αρκεί να αποδείξουµε ότι ισχύει

−1 < f (x) < 1 για κάθε x ∈ R: Πράγµατι για κάθε x ∈ R έχουµε:

−1 < f (x) < 1 ⇔ −1 <
ex − 1

ex + 1
< 1 ⇔ −ex − 1 < ex − 1 < ex + 1:::

που ισχύει.
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Τάξη Γ

ΖΗΤΗΜΑ Γ

Γ1. Για κάθε x > 0 έχουµε:

f ′(x) = ((x − 2) · ln x)′ = ::: = ln x + 1− 2

x

και

f ′′(x) =

„
ln x + 1− 2

x

«′
=

1

x
+

2

x2
> 0

Εποµένως η συνάρτηση f είναι κυρτή.

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο Α (1; 0) είναι :

y − f (1) = f ′(1)(x − 1) ⇔ y = −x + 1

Γ2. α) Η f είναι συνεχής στο [1; 2]; παραγωγίσιµη στο (1; 2) και f (1) = f (2) = 0: Εποµένως για τη

συνάρτηση f ισχύουν οι υποθέσεις του ϑεωρήµατος Rolle στο διάστηµα [1; 2]:

β) Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα Rolle, υπάρχει ένα τουλάχιστον xο ∈ (1; 2) τέτοιο, ώστε f ′(xο) = 0: Ε-

πειδή η f είναι κυρτή, η f ′ είναι γνησίως αύξουσα, άρα και 1 − 1: Εποµένως xο είναι η µοναδική ϱίζα

της εξίσωσης f ′(x) = 0:

Επίσης αν x > xο ⇒ f (x) > f (xο) = 0 και αν 0 < x < xο ⇒ f (x) < f (xο) = 0:

Η ϱίζα και το πρόσηµο της f ′; καθώς και η µονοτονία και η ϑέση του ελαχίστου της f ϕαίνονται στον

παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

0 xο +∞
−− 0 −|−

f (xο)f (xο)

Ο.Ε.

Εποµένως, υπάρχει ακριβώς ένα xο > 0 στο οποίο η συνάρτηση f παρουσιάζει ελάχιστο.

γ) Ισχύει

f ′(xο) = 0 ⇔ ln xο + 1− 2

xο

= 0 ⇔ ln xο =
2− xο

xο

οπότε

f (xο) = (xο − 2) · ln xο = (xο − 2) · 2− xο

xο

= −(xο − 2)2

xο

Για κάθε x > 0 ισχύει

f (x) ≥ f (xο) ⇔ f (x) ≥ −(xο − 2)2

xο

⇔ f (x) +
(xο − 2)2

xο

≥ 0:

Γ3. Για κάθε x > 0 ισχύουν:

f (x) ≥ f (xο) ⇔ f (x) ≥ −(xο − 2)2

xο

(1)

µε την ισότητα να ισχύει µόνο αν x = xο και επειδή η f είναι κυρτή η Cf είναι πάνω από την εφαπτοµένη

στο σηµείο Α (1; 0) ; µε εξαίρεση το σηµείο αυτό. Εποµένως

f (x) ≥ −x + 1 (2)
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Τάξη Γ

µε την ισότητα να ισχύει µόνο αν x = 1: Προσθέτοντας τις (1) και (2) έχουµε

2f (x) > −x + 1− (xο − 2)2

xο

⇔ 2f (x) + x > 1− (xο − 2)2

xο

επειδή οι ισότητες δεν ισχύουν συγχρόνως. Εποµένως η εξίσωση 2f (x) + x = 1− (xο − 2)2

xο

δεν έχει

λύση στο (0; +∞):

Γ4. Για κάθε x κοντά στο xο ισχύει :

−1 ≤ συν

„
x

x − xο

«
⇔

⇔ ηµ x

f (x)− f (xο)
− 1 ≤ ηµ x

f (x)− f (xο)
+ συν

„
x

x − xο

«
΄Εχουµε

lim
x→xο

ηµ x = ηµ xο > 0

επειδή xο ∈ (1; 2) ⊂ (0; ı);
lim
x→xο

(f (x)− f (xο)) = 0

και

f (x) > f (xο) ⇔ f (x)− f (xο) > 0

κοντά στο xο: Εποµένως

lim
x→xο

„
ηµ x

f (x)− f (xο)
− 1

«
= +∞;

οπότε

lim
x→xο

»
ηµ x

f (x)− f (xο)
+ συν

„
x

x − xο

«–
= +∞

ΖΗΤΗΜΑ ∆

∆1. Σύµφωνα µε το σχήµα ϕέρνουµε τις καθέτους από το Κ προς το έδαφος, ΚΛ και προς το κτίριο ΚΜ

αντίστοιχα.

Α

Β

ΜΚ

Λ

x

3
√
3 m

1 m
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Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΛΑ έχουµε:

ηµ x =
ΚΛ

ΑΚ
⇔ ΑΚ =

1

ηµ x

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΜΒ έχουµε:

συν x =
ΚΜ

ΚΒ
⇔ ΚΒ =

3
√
3

συν x

Εποµένως το µήκος ΑΒ του δοκαριού, σε µέτρα, συναρτήσει της γωνίας x είναι

(ΑΒ) = f (x) =
1

ηµ x
+

3
√
3

συν x
; x ∈

“
0;

ı

2

”
∆2. Για κάθε x ∈

“
0;

ı

2

”
έχουµε:

f ′(x) =

 
1

ηµ x
+

3
√
3

συν x

!′

= ::: =

“√
3 · ηµ x

”3
− (συν x)3

(ηµ x · συν x)2

Είναι

f ′(x) = 0 ⇔ :::⇔
“√

3 · ηµ x
”3

= (συν x)3 ⇔
√
3 · ηµ x = συν x ⇔ εφ x =

√
3

3
⇔ x =

ı

6

Η ϱίζα και το πρόσηµο της f ′; καθώς και η µονοτονία και η ϑέση του ελαχίστου της f ϕαίνονται στον

παρακάτω πίνακα:

x

f ′(x)

f (x)

0
ı

6

ı

2

−− 0 −|−

f
“ı
6

”
f
“ı
6

”
Ο.Ε.

Εποµένως, το ελάχιστο µήκος του δοκαριού ΑΒ που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε είναι

f
“ı
6

”
= ::: = 8m

∆3. Είναι

lim
x→0+

f (x) = ::: = +∞ και lim
x→ı

2
−
f (x) = ::: = +∞

οπότε ,

f
““

0;
ı

6

”i
= [8;+∞) και f

“hı
6
;
ı

2

””
= [8;+∞)

τα οποία περιέχουν την τιµή 10: Εποµένως υπάρχουν ακριβώς δύο τιµές της γωνίας x; για τις οποίες το

µήκος ΑΒ του δοκαριού γίνεται 10 m.

∆4. α) ΄Εχουµε:

¸ ≤ x ≤ ˛ ⇔ −¸ ≥ −x ≥ −˛ ⇔ ¸+ ˛ − ¸ ≥ ¸+ ˛ − x ≥ ¸+ ˛ − ˛ ⇔ ¸ ≤ ¸+ ˛ − x ≤ ˛
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Τάξη Γ

β) Για κάθε x ∈
“
0;

ı

2

”
έχουµε:

f ′′(x) =

0B@
“√

3 · ηµ x
”3

− (συν x)3

(ηµ x · συν x)2

1CA
′

= ::: > 0

οπότε η συνάρτηση f είναι κυρτή.

γ) Θεωρούµε τη συνάρτηση

g(x) = f (x) + f (¸+ ˛ − x); x ∈ [¸; ˛]

Για κάθε x ∈ [¸; ˛] έχουµε

g ′(x) = (f (x) + f (¸+ ˛ − x))′ = f ′(x)− f ′(¸+ ˛ − x)

Επειδή η συνάρτηση f είναι κυρτή, η συνάρτηση f ′ είναι γνησίως αύξουσα, οπότε και 1−1: ΄Ετσι έχουµε:

g ′(x) = 0 ⇔ f ′(x)− f ′(¸+ ˛ − x) = 0 ⇔ f ′(x) = f ′(¸+ ˛ − x) ⇔ x = ¸+ ˛ − x ⇔ x =
¸+ ˛

2

g ′(x) > 0 ⇔ f ′(x)− f ′(¸+ ˛ − x) > 0 ⇔ f ′(x) > f ′(¸+ ˛ − x) ⇔ x > ¸+ ˛ − x ⇔ x >
¸+ ˛

2

g ′(x) < 0 ⇔ f ′(x)− f ′(¸+ ˛ − x) < 0 ⇔ f ′(x) < f ′(¸+ ˛ − x) ⇔ x < ¸+ ˛ − x ⇔ x <
¸+ ˛

2

Η ϱίζα και το πρόσηµο της g ′; καθώς και η µονοτονία και η ϑέση των ακροτάτων της g ϕαίνονται στον

παρακάτω πίνακα:

x

g ′(x)

g(x)

¸
¸+ ˛

2
˛

−− 0 −|−

Ο.Ε.Ο.Μ. Ο.Μ.

΄Εχουµε

gmin = g

„
¸+ ˛

2

«
= 2f

„
¸+ ˛

2

«
και

gmax = g(¸) = g(˛) = f (¸) + f (˛)

οπότε για κάθε x ∈ [¸; ˛] ισχύει

2f

„
¸+ ˛

2

«
≤ g(x) ≤ f (¸) + f (˛) ⇔

2f

„
¸+ ˛

2

«
≤ f (x) + f (¸+ ˛ − x) ≤ f (¸) + f (˛)

γ) Για κάθε x ∈ [¸; ˛] ισχύει

2f

„
¸+ ˛

2

«
≤ f (x) + f (¸+ ˛ − x) ≤ f (¸) + f (˛)
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Τάξη Γ

και επειδή οι ισότητες ισχύουν µονο για µεµονωµένες τιµές, έχουµε:

˛Z
¸

2f

„
¸+ ˛

2

«
d x <

˛Z
¸

“
f (x) + f (¸+ ˛ − x)

”
d x <

˛Z
¸

“
f (¸) + f (˛)

”
d x ⇔

2(˛ − ¸) · f
„
¸+ ˛

2

«
<

˛Z
¸

f (x) d x +

˛Z
¸

f (¸+ ˛ − x) d x < (˛ − ¸) ·
“
f (¸) + f (˛)

”
(1)

Για το ολοκλήρωµα

˛Z
¸

f (¸+ ˛ − x) d x ϑέτουµε u = ¸+ ˛ − x; οπότε d u = − d x:

Για x = ¸⇒ u = ˛ και για x = ˛ ⇒ u = ¸; οπότε

˛Z
¸

f (¸+ ˛ − x) d x = −
Z̧
˛

f (u) d u =

˛Z
¸

f (x) d x

Εποµένως, από τη σχέση (1) έχουµε

2(˛ − ¸) · f
„
¸+ ˛

2

«
< 2

˛Z
¸

f (x) d x < (˛ − ¸) ·
“
f (¸) + f (˛)

”
⇔

(˛ − ¸) · f
„
¸+ ˛

2

«
<

˛Z
¸

f (x) d x < (˛ − ¸) · f (¸) + f (˛)

2
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