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33ο  ΓΕΝΙΚΟ  ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ   

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ  και 0x  ένα εσωτερικό σημείο του 
Δ . Αν η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 

αυτό, να αποδείξετε ότι ( )0 0f x′ = .  
 

Μονάδες 7. 
Α2.  Να διατυπώσετε το Θεώρημα του Rolle. (μονάδες2) και στη συνέχεια να δώσετε τη 

γεωμετρική του ερμηνεία. (μονάδες 1) . 
Μονάδες 3 

Α3. Θεωρήστε  τον  παρακάτω  ισχυρισμό  

«Τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος Δ , στα οποία η f′  είναι διαφορετική  
από το μηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων για την f .» 

α. Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα 
Α αν είναι αληθής, ή το γράμμα Ψ, αν είναι ψευδής. (μονάδα 1) 

β . Να αιτιολογήσετε  την  απάντησή σας  στο ερώτημα  α.(μονάδες 2)                       
                 Μονάδες 3 

Α4.  Επιλέξτε  τη σωστή ή τις σωστές απαντήσεις  

H συνάρτηση ( ) ( ) ( )
1

, ,0 0,xf x e x= ∈ −∞ +∞∪  έχει παράγωγο  

A.  ( )
1

2
1 0xf x e
x

′ = − ⋅ <  για κάθε ( ) ( ),0 0,x∈ −∞ +∞∪ ,  

Β.  Άρα είναι γνησίως φθίνουσα  στο πεδίο ορισμού της.   
Γ.  η f  Δεν είναι 1 1−  στο πεδίο ορισμού της .  
Να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας.  

Μονάδες 3  
Α5.  Να χαρακτηρίσετε  τις  προτάσεις  που ακολουθούν , γράφοντας στο 

τετράδιό  σας  τη λέξη  Σωστό ή  Λάθος δίπλα  στο  γράμμα που αντιστοιχεί  
σε  κάθε πρόταση. Να  αιτιολογήσετε  την  απάντηση σας  1 μονάδα η  
σωστή  απάντηση 1 μονάδα η αιτιολόγηση)  

α.  Αν ( ) 0f x >  κοντά στο 0x  και υπάρχει το ( )
0

lim
x x

f x
→

, τότε. ( )
0

lim 0
x x

f x
→

> . 

β.  Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής  στο διάστημα [ ]α,β  και η εξίσωση 

( ) 0f x = , έχει ακριβώς μια ρίζα ( )0 α,βx ∈ , τότε η f  είναι 1 1−  στο [ ]α,β . 
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γ .   Για  κάθε  συνάρτηση  f  η οποία είναι  ορισμένη  και  συνεχής  στο  [ ]α,β ,  

παραγωγίσιμη  στο ανοιχτό διάστημα  ( )α,β  με  ( ) ( )α βf f≠ , τότε  δεν  

υπάρχει  ( )0 α,βx ∈ , για  το οποίο ισχύει  ότι ( )0 0f x′ = .  

δ .  Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών, μιας παραγωγίσιμης και κυρτής συνάρτησης f , 
υπάρχει πάντα,  ακριβώς μια ρίζα της παραγώγου συναρτήσεως δηλαδή της f′ . 

ε .  Αν  συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο  διάστημα  Δ  με  α,β Δ∈  και  ισχύει  ότι 

( ) 0f x ≥ ,  για  κάθε  Δx∈  και  η  συνάρτηση  f  δεν  είναι  παντού  μηδέν  στο  

διάστημα  αυτό, τότε  ( )
β

α

0f x dx >∫  

Μονάδες 10 
ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται η συνάρτηση :f →\ \ , με ( ) 3f x x= ,  .x∈\   
 
Β1. Να δείξετε  ότι  η  f  είναι  αντιστρέψιμη  και να βρείτε την  αντίστροφη 

συνάρτηση  1.f−  
Μονάδες  6 

Β2. Να ορίσετε τη σύνθεση της ( )g x n x= A , { }0x∈ −\  με την 1f− .  
Μονάδες  5 

Β3. Να δείξετε ότι για κάθε 0 1x< <  ισχύει ότι: ( ) ( )3 συν ημnx n x n x+ <A A A . 
Μονάδες  6 

Β4. Ένα σημείο ( )Μ α,β , τη  χρονική στιγμή 0t =  ξεκινά από το σημείο  ( )0,0O  

και  κινείται  στη  γραφική  παράσταση της  1f− ,  με τέτοιο τρόπο ,  ώστε  
( )α α 0t= > , για κάθε 0t >  και έστω  ( )ε  η εφαπτομένη  ευθεία  προς  τη 

γραφική  παράσταση  της f  στο  σημείο ( )Μ α,β  η  οποία  τέμνει  τον  άξονα 

x x′  στο σημείο ( )ΑΑ ,0x , και τον  άξονα y y′  στο  σημείο  ( )ΒΒ 0,y . Αν  ο  

ρυθμός μεταβολής της  τετμημένης  του σημείου Μ  είναι  ( )α 2μ / sect′ =  να 
βρείτε  

α) το ρυθμό  μεταβολής  της  τετμημένης  του σημείου Α , τη χρονική στιγμή  0t  

όπου  το Μ  διέρχεται  από το σημείο ( )( )1
0Μ 8, 8f− . (Μονάδες 4)  

β) το ρυθμό  μεταβολής  του  εμβαδού του  τριγώνου  ΟΜΚ  όπου  Κ  είναι  η 
προβολή του  σημείου  ( )Μ α,β  στον θετικό ημιάξονα  Οx , τη  χρονική 

στιγμή  0t  όπου  το  Μ  διέρχεται  από  το  σημείο ( )( )1
0Μ 8, 8f− . (μονάδες 4) 

Μονάδες  8 
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ΘΕΜΑ Γ  
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση :  ( ): 0,f +∞ →\  για την οποία  ισχύει ότι:  

• ( ) ( ) ( )f x y x f y y f x⋅ ≤ ⋅ + ⋅ , για κάθε 0x >  και για κάθε 0y >  και  

• 
( )

1
lim 1

1x

f x
x→

=
−

 

 
Γ1.  α) Να αποδείξετε ότι ( )1 0f =  και ( )1 1f′ =   (μονάδες 2)  

       β) Να αποδείξετε ότι ισχύει ( ) ( ) 0x f x x f x′+ − ⋅ =  για κάθε  0x > .(μονάδες 7) 
Μονάδες 9  

Γ2.  Να βρείτε την f . 
Μονάδες 4 

Αν ( )f x x nx= ⋅ A , 0x >  
Γ3. Να μελετήσετε την f  ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα και να αποδείξετε ότι δεν 

έχει σημεία καμπής  
Μονάδες  6 

 
Γ4.  α) Να βρείτε το εμβαδόν ( )Ε α  του χωρίου που περικλείεται από την γραφική 

παράσταση της f , τον άξονα x x′   και την ευθεία αx =  όπου 0 α 1< < . (μονάδες 4)  
       β) Να υπολογίσετε το ( )

α 0
lim Ε α
→

 (μονάδες 2) 

Μονάδες  6 
ΘΕΜΑ Δ  
Δίνονται οι συναρτήσεις  :f →\ \  και  :g →\ \  οι  οποίες  είναι  δύο  φορές  
παραγωγίσιμες  στο  \  και  για  τ ις  οποίες  ισχύουν  ότι :   

• ( ) ( ) ( ) ( )f x f x g x g x′′ ′′+ = +  για κάθε x∈\  

• ( ) ( )0 0 1f g= +  και ( ) ( )0 0f g′ ′=  

Και θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( )H x f x g x= − , x∈\  

Δ1. α)  Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση  ( ) ( ) ( )συν ημG x H x x H x x′= ⋅ + ⋅  είναι  
σταθερή  στο  \  και  να  βρεθεί .  (μονάδες  2)   
β )  Να  αποδείξετε  ότι  η  συνάρτηση  ( ) ( ) ( )φ ημ συνx H x x H x x′= ⋅ − ⋅  ε ίναι  
σταθερή  στο  \  και  να  βρεθεί .  (μονάδες  2)  

Μονάδες  4 
Δ2. Να  βρείτε  τη  συνάρτηση  ( ) ( ) ( )H x f x g x= −  

Μονάδες  6 
Αν ( ) συνH x x= , x∈\  
Δ3. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 
f  και g  και τις κατακόρυφες ευθείες 0x =  και 2πx =  

Μονάδες  5 

Δ4. Να λύσετε την εξίσωση ( ) ( )( )
21 211 11 1H x xe x e H x

e e
− − = − −  

Μονάδες  5 
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Δ5. Να  υπολογίσετε  το   ότι  ( )

2π

π

Ι

e

e

H nx dx= ∫ A   

Μονάδες  5 
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Απαντήσεις  
 
Α1. (Θεώρημα του Fermat)  

Αφού η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 
εσωτερικό σημείο 0x  του διαστήματος Δ  αυτό 
θα είναι ή τοπικό μέγιστο ή τοπικό ελάχιστο, 
έστω, χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η f στο 

0x  

παρουσιάζει τοπικό μέγιστο άρα ( ) ( )0f x f x≤  

για κάθε ( )0 0,x x x∈ − δ + δ  

και από υπόθεση έχουμε επίσης ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x  άρα θα 

υπάρχει και θα είναι πραγματικός αριθμός το όριο του λόγου μεταβολής της f  στο 0x  
δηλαδή: 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0
lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
′= ∈

−
\  και έτσι αναγκαστικά θα είναι και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
0

0 0
lim lim

x x x x

f x f x f x f x
f x

x x x x+ −→ →

− −
′= =

− −
. Τότε  

Ι. Για τα 0x x> , δηλαδή ( )0 0, δx x x∈ +  τότε ( ) ( )0f x f x≤  δηλαδή 

( ) ( )0 0f x f x− ≤  και 0 0x x− >   

άρα 
( ) ( )0

0
0

f x f x
x x
−

≤
−

 για κάθε ( )0 0, δx x x∈ +  και υπάρχει το όριο 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0
lim

x x

f x f x
f x

x x+→

−
′=

−
, άρα σύμφωνα με γνωστό θεώρημα των ορίων θα είναι 

( ) ( )
0

0

0
lim 0

x x

f x f x
x x+→

−
≤

−
, άρα ( )0 0f x′ ≤   (Ι). 

ΙΙ. Για τα 0x x< , δηλαδή 0 0( δ, )x x x∈ −  τότε ( ) ( )0f x f x≤  δηλαδή 

( ) ( )0 0f x f x− ≤  και 0 0x x− <   

άρα 
( ) ( )0

0
0

f x f x
x x
−

≥
−

 για κάθε 0 0( δ, )x x x∈ −  και υπάρχει το όριο 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0
lim

x x

f x f x
f x

x x−→

−
′=

−
, άρα 
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σύμφωνα με γνωστό θεώρημα των ορίων θα είναι 
( ) ( )

0

0

0
lim 0

x x

f x f x
x x−→

−
≥

−
 

άρα ( )0 0f x′ ≥  (ΙΙ). 

Επομένως από τις (Ι) και (ΙΙ) έχουμε ( )0 0f x′ = . 

Α2. Το  Θεώρημα  του  Rolle  
Αν  η  συνάρτηση  f   
•  ε ίναι  ορισμένη  και  συνεχής  
στο  κλειστό  διάστημα  [ ]α,β  και   
•  η  f  ε ίναι  παραγωγίσιμη ,  
τουλάχιστον ,  στο  ανοιχτό  
διάστημα  ( )α,β   

•  και  ( ) ( )α βf f= ,  δηλαδή  
λαμβάνει  στα  άκρα  του  
διαστήματος  τ ιμές  ίσες ,   
τότε  υπάρχει  ένα  τουλάχιστον  ( )ξ α,β∈  στο  τέτοιο  ώστε  ( )ξ 0f′ =   

δηλαδή  σε  ένα  τουλάχιστον  σημείο   ( )( )Α ξ, ξ ff C∈ , η γραφική παράσταση της 

f , θα δέχεται εφαπτομένη ευθεία, με συντελεστή διεύθυνσης μηδέν, δηλαδή παράλληλη 
στον άξονα x x′ . 
 
Α3. Για τον  ισχυρισμό: «Τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος Δ , στα οποία η 

f′  είναι διαφορετική  από το μηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων για 
την f .» 

α. Είναι αληθής  
β .  Αιτιολόγηση .  Με  Απόδειξη  με  απαγωγή  σε  άτοπο . Έστω  ότι  στο  εσωτερικό 
σημείο 0 Δx ∈ ,  στο  οποίο  η  f  είναι  παραγωγίσιμη  ήταν θέση  τοπικού 
ακροτάτου  για  την f ,  τότε  επειδή  είναι  παραγωγίσιμη  στο  0 Δx ∈ ,  σύμφωνα  

με  το  Θεώρημα  του  Fermat θα  έπρεπε  αναγκαστικά  ( )0 0f x′ = ,  άτοπο  γιατί 
από  υπόθεση  έχουμε  ότι  η f′  είναι διαφορετική  από το μηδέν. Άρα τα εσωτερικά 
σημεία του διαστήματος Δ  στα οποία η f  είναι παραγωγίσιμη και ισχύει ( ) 0f x′ ≠  
ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ θέσεις τοπικών ακροτάτων της f .  
 
Α4.   

H συνάρτηση ( ) ( ) ( )
1

, ,0 0,xf x e x= ∈ −∞ +∞∪  έχει παράγωγο  

A.  ( )
1

2
1 0xf x e
x

′ = − ⋅ <  για κάθε ( ) ( ),0 0,x∈ −∞ +∞∪ ,  ΣΩΣΤΟ  
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Β.  Άρα είναι γνησίως φθίνουσα  στο πεδίο ορισμού της.  ΛΑΘΟΣ  
Η f  είναι γνησίως φθίνουσα και στο ( )1Δ ,0= −∞  και στο ( )2Δ 0,= +∞ , άλλα δεν είναι 
γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της αφού  

( ) ( ) ( ) ( )1
0

Δ lim , lim 0,1
xx

f f x f x
− →−∞→

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και ( ) ( ) ( ) ( )2
0

Δ lim , lim 1,
x x

f f x f x
+→+∞ →

⎛ ⎞
= = +∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Δηλαδή  
•  Για κάθε ( ) ( )1 2 1 20 1 0x x f x f x< < ⇒ > > >  άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα και στο 

( )1Δ ,0= −∞  

•   Για κάθε ( ) ( )1 2 1 20 1x x f x f x< < ⇒ > >  άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα και στο 

( )2Δ 0,= +∞  

•   Όμως αν επιλέξουμε ( ) ( )1 2 1 20 1x x f x f x< < ⇒ < <  

Άρα η συνάρτηση ( )
1
xf x e= , ούτε αλλάζει πάντα την ανισοτική σχέση μεταξύ των 1 2,x x  

στο ( ) ( ),0 0,−∞ +∞∪ , ούτε βέβαια πάντα την διατηρεί. 

Άρα δεν είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της ( ) ( ),0 0,fD = −∞ +∞∪  
Γ.  η f  Δεν είναι 1 1−  στο πεδίο ορισμού της . ΛΑΘΟΣ 

Η συνάρτηση ( )
1
xf x e=  είναι  1 1−  στο πεδίο ορισμού της ( ) ( ),0 0,fD = −∞ +∞∪ , αφού 

για κάθε ( ) ( ) ( )0,1 1,y f A∈ = +∞∪  η εξίσωση ( )y f x=  έχει ακριβώς μια λύση ως προς 

x  την : ( ) ( ) ( ) ( )
1

1, 0, 0,1 1, , 0, 0,1 1,xy e x y ny x y
x

= ≠ +∞ ⇔ = ≠ +∞ ⇔∪ A ∪  

( ) ( )1 , 0, 0,1 1,x x y
ny

= ≠ +∞∪
A

, άρα η f  είναι 1 1−  στο ( ) ( ),0 0,fD = −∞ +∞∪  

Α5.   

α.  Αν ( ) 0f x >  κοντά στο 0x  και υπάρχει το ( )
0

lim
x x

f x
→

, τότε. ( )
0

lim 0
x x

f x
→

> . 

ΛΑΘΟΣ  (το θεώρημα λέει ότι τότε το ( )
0

lim 0
x x

f x
→

≥ ) 

( το όριο μπορεί να είναι ίσο με μηδέν αντιπαράδειγμα: ( )
2, 0

1, 0
x xf x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
=⎪⎩

 προφανώς 

( ) 0f x >  για κάθε x∈\  άρα και για κάθε x  κοντά στο 0 0x =  και υπάρχει το 

( ) 2
0 0

lim lim 0
x x

f x x
→ →

= = )  

β.  Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη και συνεχής  στο διάστημα [ ]α,β  και η εξίσωση 

( ) 0f x = , έχει ακριβώς μια ρίζα ( )0 α,βx ∈ , τότε η f  είναι 1 1−  στο [ ]α,β . 
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ΛΑΘΟΣ ( αντιπαράδειγμα  η συνάρτηση ( ) 31 3
3

f x x x= − + ,  [ ]3,2x∈ −  

Προφανώς είναι συνεχής ως πολυωνυμική στο [ ]3,2−  

( ) ( ) ( )313 3 3 3 9 0
3

f − = − − − + = − <  

( ) 31 82 2 2 3 1 0
3 3

f = ⋅ − + = + >  

Άρα ( ) ( )3 2 0f f− ⋅ < , άρα υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ( )0 3, 1x ∈ − −  τέτοιο 

ώστε ( )0 0f x = , το οποίο όμως είναι 
μοναδικό αφού  

( ) 3 21 3 1
3

f x x x x
′⎛ ⎞′ = − + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

[ ]3,2x∈ − , όπως φαίνεται από το 
πρόσημο της παραγώγου το οποίο 
μεταβάλλεται  
•  Η συνάρτηση f  είναι γνησίως 
αύξουσα στο [ ]3, 1− −  και λαμβάνει 
τιμές στο 

( ) ( ) ( )1
11Δ 3 , 1 9,
3

f f f ⎡ ⎤= − − = −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
. Ακριβώς στο διάστημα αυτό  από το Θεώρημα 

Bolzano υπάρχει το ( )0 3, 1x ∈ − − ,  
στο οποίο η f  έχει την μοναδική της 
ρίζα ( )0 0f x =  
•  Η συνάρτηση f  είναι γνησίως 
φθίνουσα στο [ ]1,1−  και λαμβάνει 
τιμές στο 

( ) ( ) ( )2
7 11Δ 1 , 1 ,
3 3

f f f ⎡ ⎤= − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
, άρα 

( ) 0f x >  για κάθε [ ]1,1x∈ − . 

•  Η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο [ ]1,2  και λαμβάνει τιμές στο 

( ) ( ) ( )3
7 11Δ 1 , 2 ,
3 3

f f f ⎡ ⎤= =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
, έτσι επίσης άρα ( ) 0f x >  για κάθε [ ]1,2x∈  

Έτσι παρατηρούμε ότι η f  είναι συνεχής στο [ ]3,2− ,  η εξίσωση ( ) 0f x = , έχει 

ακριβώς μια ρίζα ( ) ( )0 3, 1 3,2x ∈ − − ⊆ − , όμως η f  δεν είναι 1 1−  στο [ ]3,2− , αφού τις 

τιμές 
7 11,
3 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τις λαμβάνει περισσότερες από μια φορά.  
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Για παράδειγμα η ευθεία 3y =  , έχει με την γραφική παράσταση της 

( ) 31 3
3

f x x x= − + ,  [ ]3,2x∈ − , ακριβώς τρία κοινά σημεία.  

γ .   Για  κάθε  συνάρτηση  f  η οποία είναι  ορισμένη  και  συνεχής  στο  [ ]α,β ,  

παραγωγίσιμη  στο ανοιχτό διάστημα  ( )α,β  με  ( ) ( )α βf f≠ , τότε  δεν  

υπάρχει  ( )0 α,βx ∈ , για  το οποίο ισχύει  ότι ( )0 0f x′ = .  

ΛΑΘΟΣ 
(προφανώς  δεν  εφαρμόζεται  το  θεώρημα  του  Rolle όμως… 
 
 

•  Η  f  είναι συνεχής στο  [ ]α,β  

•  Η f  παραγωγίσιμη στο ( )α,β   

•   ( ) ( )α βf f≠  

επειδή  η  f   είναι συνεχής στο 
[ ]α,β  άρα λαμβάνει μέγιστη και 

ελάχιστη τιμή στο [ ]α,β  και 
όπως στο διπλανό σχήμα 
λαμβάνει την μέγιστη τιμή της 
στο εσωτερικό σημείο 

( )0 α,βx ∈  στο οποίο είναι 

παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του ( )α,β , άρα από το Θεώρημα του Fermat 

( )0 0f x′ = , Δηλαδή υπάρχει σημείο ( )0 α,βx ∈ , τέτοιο ώστε ( )0 0f x′ = , παρόλο ότι 

( ) ( )α βf f≠  και δεν εφαρμόζεται για την f  το Θεώρημα Rolle στο διάστημα [ ]α,β .  
 

δ .  Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών, 
μιας παραγωγίσιμης και κυρτής 
συνάρτησης f , υπάρχει πάντα,  
ακριβώς μια ρίζα της 
παραγώγου συναρτήσεως 
δηλαδή της f′ . 

ΣΩΣΤΟ  
Αιτιολόγηση.  Έστω  η  
παραγωγίσιμη  συνάρτηση  

:f →\ \  και  1 2ρ ,ρ  δύο  
διαδοχικές  ρίζες  της  δηλαδή  

1 2ρ ρ≠  με  ( ) ( )1 2ρ ρ 0f f= =  και  
έστω  χωρίς  βλάβη  της  γενικότητας  ότι :  1 2ρ ρ< .  Τότε  αν  θεωρήσουμε  την  

f  στο  διάστημα  [ ]1 2ρ ,ρ  η  f  σαν  παραγωγίσιμη  είναι  και  συνεχής  και  
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έχουμε  ότι  ( ) ( )1 2ρ ρ 0f f= =  άρα  από  το  Θεώρημα  του  ROLLE θα  υπάρχει  

ένα  τουλάχιστον  ( )0 1 2ρ ,ρx ∈  τέτοιο  ώστε  ( )0 0f x′ = . Έτσι  μεταξύ  των  δύο  
διαδοχικών  ριζών  της  f  βρήκαμε  μία  ρίζα  της  παραγώγου  συνάρτησης .  
Επειδή  η  f  επιπλέον  είναι  κυρτή  άρα  η  f′  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  \ ,  
άρα  και  η  f′  και  1 1−  στο  \ ,  άρα  η  ρίζα  ( )0 1 2ρ ,ρx ∈  είναι η μοναδική ρίζα της 
παραγώγου συναρτήσεως.  

 
ε .  Αν  συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο  διάστημα  Δ  με  α,β Δ∈  και  ισχύει  ότι  

( ) 0f x ≥ ,  για  κάθε  Δx∈  και  η συνάρτηση  f  δεν  είναι  παντού  μηδέν  στο 

διάστημα  αυτό, τότε  ( )
β

α

0f x dx >∫  

ΛΑΘΟΣ 

(αφού μπορεί  α β=  και τότε ( )
β

α

0f x dx =∫  ή  α β>  και  τότε ( )
β

α

0f x dx <∫ )  

ΘΕΜΑ Β 
Β1. Η συνάρτηση :f →\ \ , με  ( ) 3f x x= ,  x∈\ , είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  \ , 

Αφού  για κάθε ( ) ( )3 3
1 2 1 2 1 2x x x x f x f x< ⇒ < ⇒ < , άρα  και 1 1− , και το σύνολο  

τιμών της είναι :  ( ) ( ) ( ) ( )3 3lim , lim lim , lim ,
x x x x

f f x f x x x
→−∞ →+∞ →−∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = −∞ +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

\ , 

Άρα η f  είναι  αντιστρέψιμη  και  ορίζεται  η ( )1 :f f− = →\ \ \  και γενικά  ισχύει  

ότι ( ) ( )1y f x x f y−= ⇔ = , άρα  στην  περίπτωση μας , 

3
3

3

, 0

, 0

y y
y x x

y y

⎧ ≥⎪= ⇔ = ⎨
− − <⎪⎩

 έτσι  η αντίστροφη συνάρτηση  είναι  

( )
3

1
3

, 0

, 0

x x
f x

x x
− ⎧ ≥⎪= ⎨

− − <⎪⎩
 

 Β2. Για τη σύνθεση της ( )g x n x= A , { }0x∈ −\  με την 1h f−= , παρατηρούμε ότι 
θεωρητικά η σύνθεση αυτή θα έχει δύο κλάδους αφού η 

( ) ( )
( )
( )

3
11

3
2

, 0

, 0

h x x x
h x f x

h x x x
−

⎧ = ≥⎪= = ⎨
= − − <⎪⎩

 οπότε 1 11

2 2

,
,

h g x D
f g h g

h g x D
− ∈⎧

= = ⎨ ∈⎩

D
D D

D
.  

•  Η σύνθεση  της ( )g x n x= A , { }0x∈ −\ , με  την  ( ) 3
1 , 0h x x x= ≥ ορίζεται στο  
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( ){ } [ ){ }1 11 / * / 0,h g g hD D x D g x D x n x= = ∈ ∈ = ∈ ∈ +∞ =D \ A   

          
{ } { }

{ } ( ] [ )
γν.αυξουσα

* / 0 * / 1

* / 1 , 1 1,

nx
x n x x n x n

x x

= ∈ ≥ = ∈ ≥ =

= ∈ ≥ = −∞ − +∞ ≠∅

A
\ A \ A A

\ ∪
  

και έχει τύπο ( )( ) ( )( ) ( ] [ )31 1 1, , 1 1,h g x h g x n x x D= = ∈ = −∞ − +∞D A ∪  

•  Η σύνθεση  της  ( )g x n x= A , { }0x∈ −\ ,  με  την  ( ) 3
2 , 0h x x x= − − <  ορίζεται 

στο ( ){ } ( ){ }2 22 / * / ,0h g g hD D x D g x D x n x= = ∈ ∈ = ∈ ∈ −∞ =D \ A   

                
{ } { }

{ } ( ) ( )
γν.αυξουσα

* / 0 * / 1

* / 1 1,0 0,1

nx
x n x x n x n

x x

= ∈ < = ∈ < =

= ∈ < = − ≠∅

A
\ A \ A A

\ ∪
  

και έχει τύπο ( )( ) ( )( ) ( ) ( )32 2 2, 1,0 0,1h g x h g x n x x D= = − − ∈ = −D A ∪ .  

Επομένως   ( )( )
( ] [ )
( ) ( )

3
1

3

, , 1 1,

, 1,0 0,1

n x x
f g x

n x x
−

⎧ ∈ −∞ − +∞⎪= ⎨
− − ∈ −⎪⎩

A ∪
D

A ∪
 

Β3. Για κάθε 0 1x< <  ισχύει ότι 30 1x x< < < :  και για κάθε  ( ) π0,1 0,
2

x ⎛ ⎞∈ ⊆ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ισχύει 

ότι 0 εφx x< <  ή για κάθε  ( ) π0,1 0,
2

x ⎛ ⎞∈ ⊆ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ισχύει ότι 
ημ0
συν

xx
x

< <   ή ισοδύναμα 

συν ημx x x⋅ < . Πράγματι αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση (με δεδομένο ότι συν 0x > , για 

κάθε 
π0,
2

x ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

, οπότε αρκεί να δείξουμε ότι συν ημx x x⋅ < , για κάθε  
π0,
2

x ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ή 

ισοδύναμα ημ συν 0x x x− ⋅ > , για κάθε 
π0,
2

x ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . Θεωρούμε την 

συνάρτηση ( )φ ημ συνx x x x= − ⋅  με 
π0,
2

x ⎡ ⎞∈ ⎟⎢⎣ ⎠
, η φ  είναι παραγωγίσιμη ως διαφορά και 

γινόμενο παραγωγίσιμων και ισχύει ότι  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

φ ημ συν ημ συν

συν συν συν

συν συν ημ ημ 0

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x

′ ′ ′′ = − ⋅ = − ⋅ =

⎡ ⎤′ ′= − ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦
= − − ⋅ − = ⋅ >

 

Άρα ( )φ 0x′ > , για κάθε 
π0,
2

x ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

, οπότε η φ  είναι γνησίως αύξουσα στο 
π0,
2

⎡ ⎞
⎟⎢⎣ ⎠

, οπότε  
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για κάθε 
π0,
2

x ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ισχύει ( ) ( )0 φ φ 0 ημ συν 0x x x x x> ⇒ > ⇒ − ⋅ > ⇒  

συν 0

π0,
2

ημ συν
x

x
x x x

>

⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

> ⋅ ⇒ . Άρα:  
ημ
συν

x x
x
> ,  για κάθε 

π0,
2

x ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . 

Οπότε για κάθε  0 1x< <  ισχύει ότι 30 1x x< < <  και  3 ημ0
συν

xx x
x

< < < , όμως η 

συνάρτηση nxA  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,+∞ , και για κάθε ( ) π0,1 0,
2

x ⎛ ⎞∈ ⊆ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι 

0 ημ 1x< <  και 0 συν 1x< <  οπότε 

( ) ( )3 3
γν.αυξουσα

ημ ημ0 3 ημ συν
συν συν

nxx xx nx n nx n x n x
x x

< < ⇒ < ⇒ < −
A

A A A A A , άρα 

( ) ( )3 συν ημnx n x n x+ <A A A  για κάθε 0 1x< < . 
 
Β4. Αφού το σημείο  ( )Μ α,β ,  τη χρονική  στιγμή  0t =  ξεκινά  από  το σημείο 

( )0,0O  και   κινείται  στη γραφική παράσταση  της 1f− ,  με  τέτοιο τρόπο,  ώστε  

( )α α 0t= > , για κάθε 0t >   άρα ( )1 3β α αf−= =  με α 0> ,  και ( )ε  η εφαπτομένη  

ευθεία  προς  τη γραφική παράσταση  της  1f−  στο σημείο ( )3Μ α, α  με α 0> . 

Οπότε επειδή η ( )1 3 , 0f x x x− = ≥  είναι  παραγωγίσιμη  για κάθε 0x >  και είναι  

( )( ) ( )
1 1 211 3 3 3 3

2 3 32 2
3

1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3

f x x x x x
x x

x

− −−
′⎛ ⎞

′ ′ ⎜ ⎟= = = = = ⋅ = ⋅ =
⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠

, για 0x > , 

άρα η εφαπτομένη ευθεία  ( )ε  στο  σημείο ( )3Μ α, α  με α 0> ,  θα έχει  εξίσωση  

( )ε : ( )3
3 2
1α α

3 α
y x− = −

⋅
 η  οποία  τέμνει  τον  άξονα x x′  στο  σημείο  ( )ΑΑ ,0x , 

Θέτουμε  στην  ( )ε  όπου 0y =  και  έχουμε   

( )
α 0 3 23 3

Α Α3 2
10 α α 3 α α α

3 α
x x

>
− = − ⇒ − ⋅ ⋅ = − ⇒

⋅
 

3 2
Α Α Α3 α α α 3α α 2αx x x− ⋅ = − ⇒ = − + ⇒ = −   

Άρα τέμνει τον  άξονα x x′  στο σημείο ( )ΑΑ 2α,0x = − , με α 0> ,  άρα την  κάθε 

χρονική  στιγμή ισχύει   ( ) ( )Α 2αx t t= − ,  με ( )α α 0t= > . Ενώ για τον άξονα  y y′  

που  τον τέμνει  στο σημείο ( )ΒΒ 0,y , θέτουμε στην  ( )ε  όπου 0x =  και  έχουμε  



 

33ο  ΓΕΝΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ - ΤΕΛΟΣ 13ΗΣ  ΑΠΟ 23 ΣΕΛΙΔΕΣ 

 

( )
α 0

3 3
Β Β3 32 2

3 3 3 3
3 3

Β Β Β3 2

1 αα 0 α α
3 α 3 α

α α 2 αα α
3 33 α

y y

y y y

>
− = − ⇒ = − ⇒

⋅ ⋅

= − ⇒ = − ⇒ =
⋅

.    

Άρα η ( )ε  τέμνει  τον άξονα  y y′  στο  σημείο 
3

Β
2 αΒ 0,

3
y

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, με α 0> .  

Επομένως  την κάθε  χρονική στιγμή είναι  ( ) ( )3
Β

2 α
3

t
y t =  με ( )α α 0t= > .    

( το παραπάνω  θα το  χρησιμοποιούσαμε  αν ζητούσε  και το  ρυθμό μεταβολής  
της  τεταγμένης  του Β  κάποια  χρονική  στιγμή 1t )  

Αφού  ο  ρυθμός  μεταβολής της  τετμημένης  του σημείου Μ  είναι  ( )α 2μ / sect′ =  ,  
έχουμε  
α) Για το ρυθμό μεταβολής της  τετμημένης  του σημείου Α  τη  χρονική  στιγμή  

0t  όπου το  Μ  διέρχεται  από το σημείο ( )( )1
0Μ 8, 8f−  είναι  ( )0α 8t =  και 

( ) ( )Α 2α 2 2 4 μ / secx t t′ ′= − = − ⋅ = −  

β) Αφού το   Κ  είναι  η  προβολή  του σημείου ( )Μ α,β  στον  θετικό ημιάξονα  
Οx , άρα  το εμβαδόν  του  τριγώνουΟΜΚ  Θα δίνεται  από τον τύπο:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1
33

1ΟΜΚ Ε α ΟΚ ΜΚ
2

1Ε α α α
2

1 1Ε α α α α α
2 2

f−

= = ⋅

= ⋅

= ⋅ = ⋅

 

( )
1 41
3 31 1Ε α α α

2 2

+

= =  

Δηλαδή ( )
4
31Ε α α

2
= α 0> .  (Εμβαδό στατικό , χωρίς «κίνηση»)  

 
Άρα εφόσον το ( )α α 0t= > ,  για κάθε 0t >  μεταβάλλεται  με ρυθμό  

( )α 2μ / sect′ =   άρα  και το  εμβαδόν  του  τριγώνου την  κάθε χρονική στιγμή  θα 

δίνεται  από  τον τύπο : ( ) ( )
4
31Ε α

2
t t= ⎡ ⎤⎣ ⎦  
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Άρα ο ρυθμός  μεταβολής  του  εμβαδού  την  κάθε  χρονική  στιγμή  είναι   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 11
3 3 31 1 4 2Ε α α α α α

2 2 3 3
t t t t t t

−
′⎛ ⎞

⎜ ⎟
′ ′ ′= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Άρα ( ) ( ) ( )
1
32Ε α α

3
t t t′ ′= ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦ ,  την κάθε χρονική  στιγμή  0t ≥ .  

Επομένως  τη χρονική στιγμή  0t  όπου το  Μ  διέρχεται  από  το σημείο 

( )( )1
0Μ 8, 8f−  αφού ( )0α 8t =  και ( )α 2μ / sect′ = ,  ο ρυθμός  μεταβολής  του  θα 

είναι  ( ) ( ) ( )
1
3 3

0 0 0
2 2 8Ε α α 8 2 τ.μ./ sec
3 3 3

t t t′ ′⎡ ⎤= ⋅ = ⋅ ⋅ =⎣ ⎦  

 
 (extra) (*) Αν ζητούσε  και   το ρυθμό μεταβολής  της τεταγμένης  του  σημείου  

Β  τη χρονική  στιγμή 0t  όπου το Μ  διέρχεται  από  το σημείο ( )( )1
0Μ 8, 8f−  

είναι  ( )0α 8t =  και    

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )

( )
( )

( )

α 0 1 13 13 3 3Β

2
3 2 23

3

2 α 2 2 2 1α α α α
3 3 3 3 3

2 2 1 2α α α α
9 9 9 αα

tt
y t t t t t

t t t t
tt

>
−

−

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⎜ ⎟′ ′= = = ⋅ = ⋅ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′ ′ ′= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
⋅

  

Άρα την  κάθε χρονική  στιγμή ο ρυθμός  μεταβολής  της  τεταγμένης  του σημείου 
Β  στο οποίο  η ( )ε  τέμνει  τον  άξονα y y′  δίνεται  από  τη συνάρτηση  

( ) ( )
( )

Β 23

2 α

9 α

t
y t

t

′⋅
′ =

⋅
, με ( )α α 0t= > ,  επομένως τη χρονική  στιγμή 0t  όπου  το Μ  

διέρχεται  από το σημείο ( )( )1
0Μ 8, 8f−  είναι  ( )0α 8t = , θα είναι    

( ) ( )
( )
0

Β 0 32 23
0

2 α 2 2 4 1 μ / sec
9 4 99 α 9 8

t
y t

t

′⋅ ⋅′ = = = =
⋅⋅ ⋅
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ΘΕΜΑ Γ  
Αφού για την ( ): 0,f +∞ →\ , ισχύει ότι ( ) ( ) ( )f x y y f x x f y⋅ ≤ ⋅ + ⋅  για κάθε 

( ), 0,x y∈ +∞  και είναι παραγωγίσιμη στο, Επομένως θα ισχύει ότι 

( ) ( ) ( ) 0y f x x f y f x y⋅ + ⋅ − ⋅ ≥  για κάθε ( ), 0,x y∈ +∞  ή ισοδύναμα 

Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( )φ y y f x x f y f x y= ⋅ + ⋅ − ⋅ , θα έχουμε ότι ισχύει 

( )φ 0y ≥ , (1) για κάθε ( )0,y∈ +∞  και παρατηρούμε ότι 

( ) ( ) ( )φ 1 1 1f x x f= ⋅ + ⋅ ( ) ( ) ( )1 0f x f x f x− ⋅ = − = , έτσι από τη σχέση (1) έχουμε ότι 

ισχύει ( ) ( )φ φ 1y ≥ , (1) για κάθε ( )0,y∈ +∞  και η ( ) ( ) ( ) ( )φ y y f x x f y f x y= ⋅ + ⋅ − ⋅  

είναι παραγωγίσιμη στο 0 1y = , ως προς y , για κάθε ( )0,y∈ +∞  και μάλιστα 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

φ

1

1

dy y f x x f y f x y y f x x f y f x y
dy

f x y x f y f x y x y

f x x f y f x y x y

f x x f y f x y x

′′ = ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ =

′ ′′ ′= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =

′′ ′= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =

′ ′= + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

 

Επομένως ( ) ( ) ( ) ( )φ y f x x f y f x y x′ ′ ′= + ⋅ − ⋅ ⋅ , για κάθε ( )0,y∈ +∞  

Έτσι η συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( )φ y y f x x f y f x y= ⋅ + ⋅ − ⋅ , στο εσωτερικό σημείο 0 1y =  του 

( )0,+∞  λαμβάνει ελάχιστο αφού ( ) ( )φ φ 1y ≥ , για κάθε 0y >  και είναι και παραγωγίσιμη 

στο σημείο 0 1y = , άρα σύμφωνα με το Θεώρημα του Fermat θα ισχύει ότι : 

( ) ( ) ( ) ( )φ 1 0 1 1 0f x x f f x x′ ′ ′= ⇔ + ⋅ − ⋅ ⋅ =  ή 

 ( ) ( )1 0f x x f x x′+ ⋅ − ⋅ = , για κάθε 0x >  ή ισοδύναμα  

( ) ( )x f x x f x′= ⋅ − , για κάθε 0x >  ή ισοδύναμα  

( ) ( ) ( )f x x x f x x′′ ⋅ − = , για κάθε 0x >  ή ισοδύναμα  

( ) ( ) ( )
2 2

f x x x f x x
x x

′′ ⋅ −
= , για κάθε 0x >  ή ισοδύναμα  

( ) 1f x
x x

′⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
, για κάθε 0x >  ή ισοδύναμα  

( ) ( )f x
nx

x

′⎛ ⎞ ′=⎜ ⎟
⎝ ⎠

A για κάθε 0x > . 

Επομένως από το πόρισμα των συνεπειών του Θ.Μ.Τ. του Διαφορικού Λογισμού θα 
υπάρχει σταθερά c∈\ ,τέτοια ώστε να ισχύει  
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( )f x
nx c

x
= +A , για κάθε 0x > . 

Άρα θα ισχύει και για 
( )1

1 1 0
1

f
x n c c= ⇒ = + ⇒ =A  

( )f x
nx

x
= A , για κάθε 0x > . ( )f x x nx= ⋅ A , για κάθε 0x > . 

 
Γ3. α) Για  την μονοτονία f  
Η  f  είναι παραγωγίσιμη για κάθε 0x >  και ισχύει ότι 

( ) ( ) ( ) 1 , 0f x x nx x nx x nx x x
x

′ ′′ = ⋅ = ⋅ + ⋅ = + >A A A  

( ) 1

γν.αυξουσα

10 1 0 1 1
0 00 0 0

x nxef x nx nx xe e xe
x x ex x x

− ⎫′ ⎫• > ⎫ + > > − >⎫ ⎫ > ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ >⎬ ⎬ ⎬ ⎬ ⎬> >> > ⎪⎭ ⎭⎭ ⎪⎭ > ⎭

AA A
 

( ) 1

γν.αυξουσα

10 1 0 1 10
0 00 0 0

x nxef x nx nx xe e xe
x x ex x x

− ⎫′ ⎫• < ⎫ + < < − <⎫ ⎫ < ⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ < <⎬ ⎬ ⎬ ⎬ ⎬> >> > ⎪⎭ ⎭⎭ ⎪⎭ > ⎭

AA A
 

( ) 0 1
0

f x
x

ex
′• = ⎫

⇔ =⎬
> ⎭

 

Έτσι έχουμε  

•  Η f  είναι συνεχής στο 
10,
e

⎛ ⎤
⎜ ⎥⎝ ⎦

 και ( ) 0f x′ <  

για κάθε 
10,x
e

⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 άρα η f  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο 
10,
e

⎛ ⎤
⎜ ⎥⎝ ⎦

 και ισχύει ότι για κάθε  

( )1 1 10, 0x x f x f
e e e

⎛ ⎤ ⎛ ⎞∈ ⇒ < ≤ ⇒ ≥⎜ ⎜ ⎟⎥⎝ ⎦ ⎝ ⎠
 (1) 

•  Η f  είναι συνεχής στο 
1 ,
e
⎡ ⎞+∞⎟⎢⎣ ⎠

 και ( ) 0f x′ >  για κάθε 
1 ,x
e

⎛ ⎞∈ +∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 άρα η f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο 
1 ,
e
⎡ ⎞+∞⎟⎢⎣ ⎠

 και ισχύει ότι για κάθε  

( )1 1 1,x x f x f
e e e
⎡ ⎞ ⎛ ⎞∈ +∞ ⇒ ≥ ⇒ ≥⎟ ⎜ ⎟⎢⎣ ⎠ ⎝ ⎠

 (2)  

Επομένως από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε ότι  
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( ) 1f x f
e

⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, για κάθε 0x > , επομένως η f  στο 0
1x
e

= , λαμβάνει ολικό ελάχιστο το 

( ) 11 1 1 1 1min f x f n ne
e e e e e

−⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

A A  

και τα ακρότατα και να αποδείξετε ότι δεν έχει σημεία καμπής  
Γ3. β) Η ( )f x nx x′ = +A  είναι παραγωγίσιμη για κάθε 0x > , ως άθροισμα παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων και μάλιστα ( ) ( )( ) ( ) 11 0f x f x nx
x

′ ′′′ ′= = + = >A , για κάθε 0x > , 

επομένως η f  είναι κυρτή στο ( )0,+∞  και δεν έχει σημεία καμπής. 
 
Γ4.  α)  Η f  είναι συνεχής στο ( )0,+∞  ως γινόμενο συνεχών και για το πρόσημο της έχουμε 
να παρατηρήσουμε τα εξής  
( )

γν.αυξουσα

0 0 0 1
1

0 0 00

nxf x x nx nx nx n
x

x x xx
• ≥ ⎫ ⋅ ≥ ≥ ≥⎫ ⎫ ⎫

⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ≥⎬ ⎬ ⎬ ⎬> > >> ⎭ ⎭ ⎭⎭

AA A A A
 

( )
γν.αυξουσα

0 0 0 1
0 1

0 0 00

nxf x x nx nx nx n
x

x x xx
• < ⎫ ⋅ < < <⎫ ⎫ ⎫

⇔ ⇔ ⇔ ⇔ < <⎬ ⎬ ⎬ ⎬> > >> ⎭ ⎭ ⎭⎭

AA A A A
 

Επομένως έχουμε τον παρακάτω πίνακα για το 
πρόσημο της f . Έτσι  για  το εμβαδόν ( )Ε α  του 
χωρίου που περικλείεται από την γραφική 
παράσταση της f , τον άξονα x x′   και την ευθεία 

αx =  όπου 0 α 1< < , παρατηρούμε ότι 
( ) 0f x ≤  για κάθε [ ]α,1x∈ , επομένως  

( ) ( ) ( )

1 α α αα2 2 2

1
α 1 1 1

Ε α
2 2 2
x x xf x dx x nxdx nxdx nx nx dx

′⎛ ⎞ ⎡ ⎤
′= − = ⋅ = ⋅ = ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫A A A A  

( )
2 2α 1Ε α α 1

2 2
n n= ⋅ − ⋅A A

α α
2 2

1 1

1 α 1α
2 2 2
x dx n xdx

x
⎡ ⎤

− ⋅ = ⋅ −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫ ∫A , άρα  

( )
α2 2 2 2 2 2 2

1

α 1 α α 1 α α 1Ε α α α α
2 2 2 2 4 4 2 4 4

xn n n
⎡ ⎤ ⎛ ⎞

= ⋅ − = ⋅ − − = ⋅ − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠
A A A  

Επομένως ( )
2 2α α 1Ε α α

2 4 4
n= ⋅ − +A  με 0 α 1< < . 

   β) Για  το  όριο ( )
α 0
lim Ε α
→

 έχουμε  
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( ) ( )
2 2 2

α 0 α 0 α 0

α α 1 α α 1lim Ε α lim α lim α α
2 4 4 2 4 4

n n
+ +→ → →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⋅ − + = ⋅ ⋅ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
A A  

προφανώς έχουμε ότι:  
2

α 0 α 0

α α 1 1lim 0, lim
2 4 4 4→ →

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και  

( ) ( ) ( ) ( )2ος κ

α 0 α 0 α 0 α 0

0 ααlim α α lim α α lim lim1Α.Μ. 1
α α

DLH

nnn n
+ + +→ → → →

′⎛ ⋅ −∞ ⎞ −∞⎛ ⎞⋅ = ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+∞ ′⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

AAA A  

( ) ( )
2

α 0 α 0 α 0 α 0
2

1
ααlim α α lim lim lim α 01 α

α

n
+ + +→ → → →

⎛ ⎞
⋅ = = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠−
A . Επομένως  

( ) ( )
2

α 0 α 0

α α 1 1 1lim Ε α lim α α 0 0 0
2 4 4 4 4

n
+→ →

⎡ ⎤
= ⋅ ⋅ − + = ⋅ − + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
A . 

 
ΘΕΜΑ Δ  
Δ1. Έχουμε ( ) ( ) ( )H x f x g x= −  

Και ( ) ( ) ( )0 0 0 1H f g= − = , αφού από υπόθεση έχουμε ( ) ( )0 0 1f g= +  

Αφού οι συναρτήσεις  :f →\ \  και  :g →\ \  είναι  δύο  φορές  παραγωγίσιμες  

στο  \ ,   Άρα  η συνάρτηση ( ) ( ) ( )H x f x g x= − , x∈\  είναι παραγωγίσιμη στο \ και  

μάλιστα  ισχύει  ( ) ( ) ( )H x f x g x′ ′ ′= −  για κάθε x∈\  και  

( ) ( ) ( )0 0 0 0H f g′ ′ ′= − =  

Επίσης η ( )H x′ είναι παραγωγίσιμη στο \ ,  ως  διαφορά  παραγωγίσιμων  και  

ισχύει  ότι  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )H x H x f x g x f x g x′ ′ ′′′′ ′ ′ ′ ′′= = − = − , για κάθε x∈\  

Από υπόθεση έχουμε ότι ισχύει ( ) ( ) ( ) ( )f x f x g x g x′′ ′′+ = + , για κάθε x∈\  ή ισοδύναμα  

( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x′′ ′′− = − , για κάθε x∈\ . Δηλαδή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )H x f x g x f x g x H x′′′′ ′′= − = − − = − , για κάθε x∈\  

Επομένως για την ( ) ( ) ( )H x f x g x= − , ισχύει ότι: ( ) ( )H x H x′′ = − , για κάθε x∈\ . 

α) Η  συνάρτηση  ( ) ( ) ( )συν ημG x H x x H x x′= ⋅ + ⋅ ,  είναι  παραγωγίσιμη  για  κάθε  
x∈\ , ως άθροισμα και γινόμενο παραγωγίσιμων και ισχύει  
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

συν ημ

συν συν ημ ημ

συν ημ

G x H x x H x x

H x x H x x H x x H x x

H x x H x x

′′ ′= ⋅ + ⋅ =

′ ′′′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

′′ ′= ⋅ − ⋅ ( ) ημH x x′+ ⋅ ( )

( ) ( ) ( ) ( )

συν

συν συν

H x x

H x x H x x H x H x

+ ⋅ =

′′ ′′= ⋅ + ⋅ = +⎡ ⎤⎣ ⎦ συν 0 συν 0x x⋅ = ⋅ =

 

Επομένως  ( ) 0G x′ = ,  για  κάθε  x∈\ , έτσι από το Θεώρημα των συνεπειών του 

Θ.Μ.Τ. η ( ) ( ) ( )συν ημG x H x x H x x′= ⋅ + ⋅ ,  ε ίναι  σταθερή  στο  \ ,  δηλαδή  θα  

υπάρχει  c∈\ , τέτοια ώστε ( )G x c= ,  για  κάθε  x∈\ . Άρα 

( ) ( )συν ημH x x H x x c′ ⋅ + ⋅ = (1) ,  για  κάθε  x∈\ . 

Αφού η (1) ισχύει για κάθε x∈\ , θα ισχύει και για 0x = , επομένως 

( )0 0x H′= ⇒ ( )συν0 0 ημ0H⋅ + ⋅ 0c c= ⇒ =  και  τότε   

( ) ( )συν ημ 0H x x H x x′ ⋅ + ⋅ = ,  για  κάθε  x∈\  

β )  Όμοια  η  συνάρτηση  ( ) ( ) ( )φ ημ συνx H x x H x x′= ⋅ − ⋅  είναι   παραγωγίσιμη  
για  κάθε  x∈\ , ως διαφορά και γινόμενα παραγωγίσιμων συναρτήσεων και μάλιστα 
ισχύει ότι  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

φ ημ συν

ημ ημ συν συν

ημ συν

x H x x H x x

H x x H x x H x x H x x

H x x H x x

′′ ′= ⋅ − ⋅

′ ′′′ ′ ′= ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ =

′′ ′= ⋅ + ⋅ ( ) συνH x x′− ⋅ ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ημ

ημ ημ

H x x

H x x H x x H x H x

+ ⋅ =

′′ ′′= ⋅ + ⋅ = +⎡ ⎤⎣ ⎦ ημ 0 ημ 0x x⋅ = ⋅ =

 

Επομένως  ( )φ 0x′ = ,  για  κάθε  x∈\ , έτσι από το Θεώρημα των συνεπειών του 

Θ.Μ.Τ. η ( ) ( ) ( )φ ημ συνx H x x H x x′= ⋅ − ⋅ ,  ε ίναι  σταθερή  στο  \ ,  δηλαδή  θα  

υπάρχει  1c ∈\ , τέτοια ώστε ( ) 1φ x c= ,  για  κάθε  x∈\ . Άρα 

( ) ( ) 1ημ συνH x x H x x c′ ⋅ − ⋅ = (2) ,  για  κάθε  x∈\ . 

Αφού η (2) ισχύει για κάθε x∈\ , θα ισχύει και για 0x = , επομένως 

( )0 0x H′= ⇒ ( ) 1 1ημ0 0 συν0 1H c c⋅ − ⋅ = ⇒ = −  και  τότε   

( ) ( )ημ συν 1H x x H x x′ ⋅ − ⋅ = − ,  για  κάθε  x∈\  

 
Δ2.  Έτσι για την  συνάρτηση  ( ) ( ) ( )H x f x g x= − , έχουμε ότι ισχύουν  
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2

συν ημ 0 ημ συν ημ 0ημ
συνημ συν 1 ημ συν συν συν

H x x H x x H x x x H x xx
xH x x H x x H x x x H x x x

⎫′ ′⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ =⎫⋅ ⎫⎪ ⎪⇔⎬ ⎬ ⎬⋅ −′ ⋅ − ⋅ = − ′⎪ − ⋅ ⋅ + ⋅ =⎭ ⎪⎭ ⎭
Και  αν  προσθέσουμε  κατά  μέλη   

( ) ημ συνH x x x′ ⋅ ⋅ ( ) ( )2ημ ημ συνH x x H x x x′+ ⋅ − ⋅ ⋅ ( ) 2συν συνH x x x+ ⋅ =  

( ) ( ) ( )2 2ημ συν συν συνH x x x x H x x⋅ + = ⇔ =  

Δ3. Για το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f  και 
g  και τις κατακόρυφες ευθείες 0x =  και 2πx = , Μελετούμε το πρόσημο της διαφοράς 

f g− ,  δηλαδή  της  συνάρτησης  ( ) ( ) ( ) συνH x f x g x x= − = , στο διάστημα [ ]0,2π  

και  με  τη  βοήθεια  της  γραφικής  παράστασης  της  συνάρτησης  ( ) συνH x x= ,   
διαπιστώνουμε  ότι   

( )
[ ] [ ]

0 συν 0 π 3π0, ,2π
0,2π 2 20,2π

H x x
x

xx

• ≥ ⎫ ≥ ⎫⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ ⇔ ∈⎬ ⎬ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∈∈ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎭⎭
∪  και  

( )
[ ] [ ]

0 συν 0 π 3π,
0,2π 2 20,2π

H x x
x

xx

• < ⎫ < ⎫⎪ ⎛ ⎞⇔ ⇔ ∈⎬ ⎬ ⎜ ⎟∈∈ ⎝ ⎠⎪ ⎭⎭
 

 
το  πρόσημο  της  διαφοράς  φαίνεται  στον  παρακάτω  πίνακα   

 
Επομένως  αφού  οι  συναρτήσεις  ,f g  είναι συνεχείς στο διάστημα  [ ]0,2π ,  άρα  το  

εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f  και g  και τις 
κατακόρυφες ευθείες 0x =  και 2πx = , θα δίνεται από τον τύπο: 



 

33ο  ΓΕΝΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ - ΤΕΛΟΣ 21ΗΣ  ΑΠΟ 23 ΣΕΛΙΔΕΣ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

π 3π
2π 2π2 2

π 3π0 0
2 2

Ε Ω f x g x dx f x g x dx g x f x dx f x g x dx= − = − + − + −∫ ∫ ∫ ∫
Επομένως  

( ) ( ) ( )

[ ] [ ] [ ]

( ) ( )( )

π 3π
2π 2π2 2

π 3π0 0
2 2

π 3π
2π2 2

π 3π0
2 2

Ε Ω συν συν συν

π 3π π 3πημ ημ ημ ημ ημ0 ημ ημ ημ2π ημ
2 2 2 2

1 0 1 1 0 1 1 2 1 4τ.μ.

f x g x dx xdx xdx xdx

x x x

= − = + − + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − − − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − − − − + − − = + + =

∫ ∫ ∫ ∫

Δ4. Η εξίσωση ( ) ( )( )
21 211 11 1H x xe x e H x

e e
− − = − − , μπορεί να μετασχηματισθεί ως εξής 

πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με e  
( )

( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

22

22

22 1

2 1 2

2 1 2

11 11 1

11 11 1

11 11 11

11 11 11

11 11 1 *

H x
x

H x x

H x x

H x x

H x x

e x e H x
e e e

e x e e H x

e x e H x

e H x e x

e H x e x

+

+

+

− = − − ⇔

− = ⋅ − − ⇔

− = − + ⇔

+ = + + ⇔

+ = + +

 

Στη συνέχεια θεωρούμε την συνάρτηση ( ) 11xd x e x= + , x∈\ . 

Προφανώς η d  είναι παραγωγίσιμη για κάθε x∈\   και μάλιστα 

( ) ( )11 11 0x xd x e x e′′ = + = + > , για κάθε x∈\ . Επομένως η d  είναι γνησίως αύξουσα 

στο \  άρα και 1 1−  στο \ , και τότε η ( )*  γίνεται  
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( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( )

2 1 2

2
1 1

2 2

11 11 1

1

1 συν 1

H x x

d

e H x e x

d H x d x

H x x x x

+

−

+ = + + ⇔

= + ⇔

= + ⇔ = +

 

Ξέρουμε ότι για κάθε x∈\  ισχύει 2 1 1x + ≥  και το " "=  μόνο για 0x = , ενώ  
για κάθε x∈\  ισχύει επίσης ότι συν 1x ≤  και το " "=  για 2κπ,κx = ∈] , έτσι για να είναι 

δυνατή η ισότητα ( )2
2

συν 1 2κπ,κ
συν 1 0 για κ 0

01 1

x x
x x x

xx

= ⎫ = ∈ ⎫⎪= + ⇔ ⇔ ⇔ = =⎬ ⎬=+ = ⎪ ⎭⎭

]
 

 

Δ5. Για  το ( ) ( )

2π 2π

π π

Ι συν

e e

e e

H nx dx nx dx= =∫ ∫A A   

Θέτουμε  όπου  unx u x e= ⇔ =A  

Άκρα: Όταν π π πx e u ne u= ⇔ = ⇔ =A  

          Όταν 2π 2π 2πx e u ne u= ⇔ = ⇔ =A  

Διαφορικό: ( ) ( )u u udx d e e du e du′= = =  

Έτσι το αρχικό ολοκλήρωμα γίνεται  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2π 2π 2π 2π

π π π π

2π 2π
2π 2π π
π

π π

Ι συν συν συν

συν συν συν2π συνπ ημ

e e

u u

e e

u u u

H nx dx nx dx u e du u e du

u e u e du e e u e du

′= = = ⋅ = ⋅ =

′⎡ ⎤= ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ − − ⋅ =⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

A A

 
Επομένως  το  αρχικό  ολοκλήρωμα  γίνεται  
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( ) ( )

( )

2π 2π

2π π 2π π

π π
2π

2π2π π
π

π

2π π

Ι 1 1 ημ ημ

ημ ημ

ημ2π

u u

u u

e e u e du e e u e du

e e u e u e du

e e

′= ⋅ − − ⋅ + ⋅ = + + ⋅ =

′⎡ ⎤= + + ⋅ − ⋅ =⎣ ⎦

= + +

∫ ∫

∫
( )2π ημπe⋅ − ( )

2π

π

π

2π π

συν

Ι Ι

ue u e du

e e

⋅ − ⋅ ⇒

= + −

∫

 

Άρα  ( ) ( )

2π 2π 2π

π π π

Ι συν συν

e e

u

e e

H nx dx nx dx u e du= = = ⋅∫ ∫ ∫A A .  

 
2π π

2π π 2π πΙ Ι 2Ι Ι
2

e ee e e e +
+ = + ⇔ = + ⇔ =  
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