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ΘΔΜΑ Α 

Α1 
[7Μ] 
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Α2 
[3Μ] 

Η επζεία y = ιx + β ιέγεηαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο 
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Α3 
[5Μ] 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη: 

 ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα  α,β   

 παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα  α,β , 

ηόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  μ α,β  ηέηνην, ώζηε 
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
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Γεσκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  μ α,β

ηέηνην, ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην 

ζεκείν   Μ μ,f μ  λα είλαη παξάιιειε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη 

από ηα ζεκεία   Α α,f α  θαη   Β β,f β . 
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Α4 
[10Μ] 

α) Λ                 β) Λ                 γ) Σ                 δ) Λ                  ε) Σ  

 

  



ΘΔΜΑ Β 

Β1. 
[5Μ] 

α) Είλαη:           fog g fD x D / g(x) D x 2 / ln(x 2) 0   (1 κνλ)  1 

          x 2 / x 1 1, . (1+1 κνλ.) 2 
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Β2. 
[7Μ] 

i) Η h είλαη ζπλερήο ζην   1,  σο ξεηή θαη παξαγσγίζηκε κε 
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Είλαη:  h (x) 0  γηα θάζε x>-1, νπόηε ε h είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 1 
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Άξα ε επζεία x = −1 είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο Ch  
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Άξα ε επζεία y = 1 είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο Ch  ζην  . 
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Άξα ε επζεία y = 1 είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο Ch  ζην  . 
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B3. 
[7Μ] 

Η h σο γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ( 1, )  είλαη θαη 1 – 1, άξα θαη 

αληηζηξέςηκε. 
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Β4 
[6Μ] 

Σην δηάζηεκα  1,2  ε δνζκέλε εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα 

       
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Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε               
2

θ x x 2 1 x ln x 2 ,  x 1,2 . 1 

Η θ ζπλερήο ζην  1,2  σο πξάμεηο κεηαμύ ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ, 1 

   θ 1 1 0 θαη θ(2) = - ln4 < 0 
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Άξα,     θ 1 θ 2 0 , 

νπόηε, ζύκθσλα κε ην Θεώξεκα Bolzano,ε εμίζσζε   θ x 0 έρεη 

κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  1,2 . 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1 
[5Μ] 
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Γ2 (i) 
[5Μ] 
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Γηα x∈(-π, 0): f΄(x) = 0 ⇔ -2ζπλx = 0 ⇔ ζπλx = 0 ⇔ 
2

π
x  

Γηα x∈(0, 8): είλαη f΄(x) ≠ 0. 

Άξα 
2

π
x  θξίζηκν ζεκείν ηεο f. 

Επνκέλσο ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο f ζην [-π, 8] είλαη ηα 0 θαη 
2

π
 . 

Γηα x∈(-π, 0): Είλαη f΄(x) > 0 ζην 









2

π
π,  θαη f΄(x) < 0 ζην 








 0

2

π
,  

Γηα x∈(0, 8): είλαη f΄(x) < 0. 

 

Είλαη f΄(x) > 0 ζην 









2

π
π,  θαη ζπλερήο ζην 










2

π
π,  άξα  

f↑ 









2

π
π,  νπόηε ],[f),(f)A(f 20

2

π
π1 
















 . 

Είλαη f΄(x) < 0 ζην 







 0

2

π
,  θαη ζην (0, 8) θαη ζπλερήο ζην 








 8

2

π
,  

άξα f↓ 







 8

2

π
,  νπόηε ],[f),(f)A(f 24

2

π
82 
















 . 

Άξα f(Α) = f(Α1)∪ f(Α2) = [-4, 2] 

Είλαη f(-π) = 0 θαη f(8) = -4 άξα ε f παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην 
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Γ2(ii) 
[3Μ] 

Επεηδή -1≤ζπλι≤ 1 ⇔ -1 + 1 ≤ ζπλι + 1 ≤ 1 + 1 ⇔ 0 ≤ ζπλι + 1 ≤ 2 1 
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Αλ ι = 0 είλαη ζπλι + 1 = 2 = fmax  νπόηε  ε εμίζσζε γίλεηαη  f(x) = 2 
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Γ3 
[6Μ] 

Γηα x∈[0, 22 ] είλαη 0 ≤x≤ 22  ⇔ 0 ≤ x2 ≤ 8 
],[f 80

  f(0) ≥ f(x2) ≥ f(8) 

⇔ 0 ≥ f(x2) ≥ -4 άξα f(x2) ≤ 0 ζην [0, 8]. Οπόηε γηα x∈[0, 3 ] είλαη  

x f(x2) ≤ 0. 
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Γ4 (i) 
[4Μ] 

Η απόζηαζε ηνπ ηπραίνπ ζεκείνπ Μ(x, f(x)) ηεο Cf από ην ζεκείν 
Σ(5, 2) εθθξάδεηαη από ηελ παξάζηαζε – ζπλάξηεζε 
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Γηα x = 3 ε απόζηαζε γίλεηαη ειάρηζηε θαη ην ζεκείν ηεο Cf πνπ 
απέρεη ηε κηθξόηεξε απόζηαζε από ην ζεκείν Σ είλαη ην A(3, f(3)) 

⇔ A(3, -2) 
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Γ4(ii) 
[2Μ] 
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Άξα ιΑΣ ∙ιεθ = - 1, όπνηε ΑΣ ⊥ ε. 1 

  



ΘΔΜΑ Γ 

Γ1 
[8Μ] 

i) f ζπλερήο ζην   1,  σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ θαη 
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 γηα  x > -1 άξα f θπξηή ζην   1,  1 
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 είλαη ζπλερήο ζην [0, 1] σο πξάμεηο 

ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. 
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νπόηε ζύκθσλα κε ην Θεώξεκα Bolzano ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

x0∈(0, 1) ηέηνην ώζηε 00  )x(f . 
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Όκσο f  ↑ ζην (-1, +∞) αθνύ f θπξηή ζην (-1, +∞) νπόηε ππάξρεη 

κνλαδηθό x0 ζην (-1, +∞) ηέηνην ώζηε 00  )x(f . 
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Επνκέλσο ε f παξνπζηάδεη γηα x = x0 ειάρηζην ην f(x0). 1 

 

Γ2 i 
[3Μ] 

i) 1νο ηξόπνο: 
Θεσξώ t(x) = f(x) + x – 1 πνπ είλαη ζπλερήο ζην [0, +∞) θαη 
t΄(x) = f΄(x) + 1 > 0 γηα x > 0 άξα t ↑ ζην [0, +∞) αθνύ 
f  ↑ ζην (-1, +∞) αθνύ f θπξηή ζην (-1, +∞) 
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i) 2νο ηξόπνο: 

Ιζρύεη ex ≥ x + 1 γηα θάζε x∈ ℝ θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x = 0. 

Άξα γηα x > 0 είλαη 1
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Καη lnx ≤ x – 1 γηα θάζε x > 0 θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x = 1. 

Θέησ όπνπ x ην x + 1 άξα ln(x + 1) ≤ x +1 – 1 γηα θάζε x + 1> 0 θαη 

ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x + 1= 1, δειαδή ηζρύεη ln(x + 1) ≤ x γηα 

θάζε x > - 1 θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x = 0. 

Οπόηε γηα x > 0 ηζρύεη ln(x + 1) < x ⇔ - ln(x + 1) > - x   (2) 
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Επνκέλσο γηα x > 0 (1) + (2) ⇒ x)xln(
x

ex


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11
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 ⇔ f(x) > 1 – x 1 

i) 3νο ηξόπνο: 
Η εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην Α(0, 1) είλαη  

ε: y – f(0) = f΄(0)(x – 0) ⇔ y – 1 = -1(x – 0) ⇔ y = - x +1 

1 

Η f είλαη θπξηή ζην (-1, + ∞) άξα ε Cf ζα βξίζθεηαη πάλσ από ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο εθαπηνκέλεο ε γηα θάζε x > -1 κε εμαίξεζε 

ην ζεκείν επαθήο Α(0, 1) γηα ην νπνίν ηζρύεη ε ηζόηεηα.  

Άξα f(x) ≥ - x + 1 γηα θάζε x > -1 θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x= 0. 

Επνκέλσο f(x) > 1 –  x  γηα θάζε x > 0. 
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Γ2 ii 
[4Μ] 

ii) x2 – x = 0 ⇔ x(x – 1) = 0 ⇔ x = 0 ή x = 1. 
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Γ3 
[4Μ] 

Η f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην x0 άξα f(x) ≥ f(x0) γηα θάζε x > -1 θαη 
ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x = x0. Άξα f(x) – f(x0) > 0 γηα θάζε x 

θνληά ζην x0 θαη  
0

0
x x
lim f (x) f (x ) 0


   νπόηε 
 )x(f)x(f
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xx

0

1

0

. 
1 

Ιζρύεη f(x) > 1 – x γηα θάζε x > 0, άξα f(x0) > 1 – x0 > 0 αθνύ  

x0∈(0, 1) νπόηε f(x0) > 0. 
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Άξα 0 < f(x0) < 1 νπόηε lnf(x0) < ln1 ⇔ lnf(x0) < 0 
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Γ4 
[6Μ] 

i) Η θ είλαη ζπλερήο σο πξάμεηο θαη ζύλζεζε ζπλερώλ 
ζπλαξηήζεσλ θαη παξαγσγίζηκε ζην ( – 1 , 3) κε 

 )x(f)x(f)x(F)x()x(F)x(  222υ  θαη 

)x(f)x(f)x(f)x()x(f)x(  222υ  

1 

xx)x(f)x(f)x(f)x(f)x(
f




22020υ ⇔x = 1 

xx)x(f)x(f)x(f)x(f)x(
f




22020υ ⇔x < 1 
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Η θ είλαη θπξηή ζην (-1, 1] θαη θνίιε ζην [1, 3) άξα ην ζεκείν  

Κ(1, θ(1)) ⇔ Κ(1, 0) είλαη ζεκείν θακπήο ηεο Cθ άξα Κ(1, 0) 
κνλαδηθό ζεκείν ηεο Cθ ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε ηεο Cθ 
«δηαπεξλά» ηελ θακπύιε. 

1 

ii) Η εθαπηνκέλε ηεο Cθ ζην Κ(1, 0) είλαη ε: y – θ(1) = θ΄(1)(x – 1) 

⇔ y – 0 = -2f(1)(x – 1) ⇔ y = -2 )x(ln
e

12
2









  ⇔ 

y = (-e + 2ln2)(x-1) ⇔ y = (ln22 – e)∙(x-1) ⇔ y = (ln4 – e)(x – 1) 

1 

Η θ είλαη θπξηή ζην (-1, 1] νπόηε ηζρύεη θ(x) ≥ (ln4 – e)∙(x – 1) γηα 

θάζε x∈(-1, 1] θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x= 1. 
Η θ είλαη θνίιε ζην [1, 3) νπόηε νπόηε θ(x) ≤ (ln4 – e)∙(x – 1) γηα 

θάζε x∈[1, 3) θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x= 1. 

1 

Άξα x = 1 κνλαδηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο θ(x) = (ln4 – e)∙(x – 1). 1 

 


