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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ & ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΤΕΤΑΡΤΗ 3 ΙΟΥΝΙΟΥ 2026 

  ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Έστω μια συνάρτηση f  ορισμένη σε ένα διάστημα  . Αν 

 η f  είναι συνεχής στο    και 
  f x 0   για  κάθε  εσωτερικό  σημείο  x  του   ,   

να  αποδείξετε  ότι  η  f  είναι  σταθερή  σε  όλο  το  διάστημα   .  
Μονάδες 6 

Α2. Να  διατυπώσετε το κριτήριο παρεμβολής. 
Μονάδες 5 

Α3. Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα  . Τι ονομάζεται αρχική 

συνάρτηση ή παράγουσα της f  στο  ; 
 Μονάδες 4 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό 

σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, 

αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

α) Μια συνάρτηση f :    είναι “1-1”, αν και μόνο αν υπάρχουν 

διαφορετικά σημεία της γραφικής της παράστασης με την ίδια 
τεταγμένη. 

β) Αν μια συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 
0x  του πεδίου 

ορισμού της, τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 

γ) Έστω μια συνάρτηση f  συνεχής σε ένα διάστημα    και δύο φορές 

παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του   . Αν  f x 0   για κάθε εσωτερικό 

σημείο x  του  , τότε η f  είναι κυρτή στο  . 

δ) Αν η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη στο 
0

x  και η συνάρτηση f  είναι 
παραγωγίσιμη στο  0g x , τότε η συνάρτηση f g  είναι παραγωγίσιμη      
στο 

0
x  και ισχύει  

        0 0 0
x x xf g f g g      . 

ε)  Η συνάρτηση  f x σφx  είναι παραγωγίσιμη στο x ημx 0   και  

ισχύει    2

1σφx
ημ x

    . 
Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται οι συναρτήσεις  

 f : 1,     ,   με τύπο    f x 2 ln x 1    

και  
    g : 2 ,     ,   με τύπο  g x x 2 1    .  

 

Β1.  Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση h f g  .                        
Μονάδες 8 

Στα επόμενα ερωτήματα να θεωρήσετε ότι      h x ln x 2 , x 2,     . 

Β2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h  αντιστρέφεται (μονάδες 3) και να 

προσδιορίσετε τη συνάρτηση 
1h
 (μονάδες 6).  

 Μονάδες 9 

Β3. Να υπολογίσετε το όριο    
x 2

f x
lim h x

x 2

 
  

.  

Μονάδες 8 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται η συνάρτηση f :    με  τύπο  

3

2

x x
f(x)

x 1







  

με  ,   ,  για  την  οποία  ισχύουν  τα  ακόλουθα :  

 Η  f  έχει  οριζόντ ια  ασύμπτωτη  στο    .   

  Η  ευθεία  y x  εφάπτεται  στη  γραφική  παράσταση  της  f  στην  αρχή  

των  αξόνων .  

 

Γ1.  Να αποδείξετε ότι:  

 i) 0   και                                         

ii) 1 .   

Μονάδες 8  
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Γ2. i) Να μελετήσετε τη  συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα               

(μονάδες 6). 

 ii) Να  αποδείξετε ότι το  σύνολο τιμών  της f  είναι  το 
1 1

,
2 2

   
  (μονάδες 

3) και  να βρείτε το  πλήθος των ριζών  της εξίσωσης 
21

f(x)
2

   ,  για  

κάθε τιμή της παραμέτρου    (μονάδες 2).  

Μονάδες 11 

Γ3. Για     ορίζουμε  
1

0

2 1

2

x
dx

x 1







 . 

 i) Να αποδείξετε ότι 1

1
,

2 2  


  


.                       

ii) Να υπολογίσετε τα 0 1,   και 2 .    

Μονάδες 6 

 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Έστω συνάρτηση g:    παραγωγίσιμη, με συνεχή παράγωγο, για την οποία 

ισχύουν: 

 0 g(x) 1  ,    για  κάθε  x ,  

 g (x) 1   ,      για  κάθε  x  .  

Δ1. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό  1x 1,0   ώστε:    

1 1g(x ) x 0  .    

Μονάδες 6 

Δίνεται  επιπλέον  η  παραγωγίσιμη συνάρτηση   

    2x g x x  ,  x - , 0

f(x)
2ημx εφx - κx ,  x 0,

2

   


      

  

με  κ . 

Δ2. Να αποδείξετε ότι κ 3 . 

Μονάδες 2 
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Δ3. Να αποδείξετε ότι στο διάστημα 0,
2

 
 

   ισχύουν: 

 i) f(x) 0  και                                      (μονάδες 4) 

ii) η εξίσωση 3f(x)    έχει ακριβώς μια ρίζα, 2x .  (μονάδες 3)  

Μονάδες 7 
 

Δ4. i) Να αποδείξετε ότι f(x) 0  στο  διάστημα 1x , 0   .              (μονάδες 3) 

ii) Έστω    το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f , τον άξονα x x  και τις ευθείες 1x x  και 2x f(x ) , όπου 1x  

είναι ο αριθμός από το ερώτημα Δ1 και 2x  είναι η ρίζα από το ερώτημα 

Δ3ii. Αν ο άξονας y y  χωρίζει το   σε δύο ισεμβαδικά χωρία, να 

αποδείξετε ότι: 

 
1

4 2
3 1

0

x

x
x g x dx 3 n2 3

4 2
l     

. 
(μονάδες 7) 

Μονάδες 10 

 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ  (για  τους  εξεταζομένους  /  τ ις  εξεταζόμενες )  

 

1 .  Στο  εξώφυλλο  του  τετραδίου  να  γράψετε  το  εξεταζόμενο  μάθημα .  Στο  

εσώφυλλο  πάνω -πάνω  να  συμπληρώσετε  τα  ατομικά  στοιχε ία  μαθητή .  Στην  

αρχή  των  απαντήσεών  σας  να  γράψετε  πάνω -πάνω  την  ημερομηνία  και  το  

εξεταζόμενο  μάθημα .  Να  μην  αντιγράψετε  τα  θέματα  στο  τετράδιο  και  να  

μη  γράψετε  πουθενά  αλλού  στο  τετράδιό  σας  το  όνομά  σας .  

2.  Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων 

αμέσως μόλις σας παραδοθούν. Τυχόν σημειώσεις σας πάνω στα θέματα δεν  

θα βαθμολογηθούν σε καμία περίπτωση. Κατά  την  αποχώρησή  σας  να  

παραδώσετε  μαζ ί  με  το  τετράδιο  και  τα  φωτοαντ ίγραφα .  

3.  Να  απαντήσετε  στο  τετράδιό  σας  σε  όλα  τα  θέματα  μόνο  με  μπλε  ή  μόνο  

με  μαύρο  στυλό  με  μελάνι  που  δεν  σβήνε ι .  Μολύβι  επιτρέπεται ,  μόνο  αν  το  

ζητάε ι  η  εκφώνηση ,  και  μόνο  γ ια  πίνακες ,  διαγράμματα  κ .λπ .  

4.  Κάθε  απάντηση  επιστημονικά  τεκμηριωμένη  ε ίνα ι  αποδεκτή .  

5.  Διάρκε ια  εξέτασης :  τρε ις  (3)  ώρες  μετά  τη  διανομή  των  φωτοαντ ιγράφων .  

6.  Χρόνος  δυνατής  αποχώρησης :  10.00 π .μ .  

 

ΣΑΣ  ΕΥΧΟΜΑΣΤΕ KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  

ΤΕΛΟΣ ΜΗΝΥΜΑΤΟΣ 
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9᾿-2;7,-/ 7+῭,῾5: !¨΅῭%·´ (·)*·´ MSc ./012/%-3῟´,

9᾿-2;7,-/ L!TEX: !¨΅῭%·´ Α/%῭/58¨΅´ 3/- !¨΅῭%·´ (·)*·´

8 Β·῝5Δ·῝ 2026

!¨΅῭ %

·´()*΅῭ %1.

!¨΅῭%·´(. Ε¨3,Δ 5/ /᾿·8,Δ:·῝2, ῟%- Φ-/ ·᾿·-/8΅᾿·%, x1, x2 → ∆, -῭Γ+,- f (x1) = f (x2).

Η-/3¨Δ5῾ 8+· ᾿,¨-᾿%4῭,-´:

• Ε5 x1 = x2, %῟%, ᾿¨·Ι/54´ f (x1) = f (x2).

• Ε5 x1 < x2, %῟%, ῭%· 8-·῭%12/ [x1, x2] 1 ῭῝5·¨%1῭1 f ,Δ5/-:

– ῭῝5,Γ΅´ ῭%· [x1, x2] ↑ ∆,

– ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· (x1, x2) ↑ ∆.

Ε᾿῟ %· Θ,4¨12/ .;῭1´ Κ-2΅´ (Η-/Ι·¨-3·+ (·Φ-῭2·+) ῝᾿·¨Γ,- ω → (x1, x2):

f ↓(ω) =
f (x2) ↔ f (x1)

x2 ↔ x1
↗↘ f ↓(ω)(x2 ↔ x1) = f (x2) ↔ f (x1) (1)

9᾿,-8΅ ω ,῭῾%,¨-3῟ %·῝ (x1, x2) ↑ ∆, %῟%, f ↓(ω) = 0. Ε᾿῟ (1) ;Γ·῝2,:

0 · (x2 ↔ x1) = f (x2) ↔ f (x1) ↗↘ f (x1) = f (x2)

Λ, 3·0, ᾿,¨Δ᾿%῾῭1, f (x1) = f (x2) ↭

·´()*΅῭ %2.

Θ,῾¨·+2, %-´ ῭῝5/¨%΅῭,-´ f , g, h. 9·5:

• h(x) ≃ f (x) ≃ g(x) 3·5%· ῭%· x0, 3/-

1



!
¨΅
῭
%·
´
(
·)
*·
´

(+῭,-´ ./012/%-345 6¨·῭/5/%·7-῭2·+ 6/5,77/8-345 9:,%·῭,῾5 Γ9( 2026

•

lim
x⇐x0

h(x) = lim
x⇐x0

g(x) = l

%῟%,:

lim
x⇐x0

f (x) = l

6¨·/-¨,%-3·, ;Γ·῝2, 3/- %· ῭Γ΅2/:

x

y

O

l

x0

Cg

Ch C f

·´()*΅῭ %3.

Μ9῭%῾ f 2-/ ῭῝5·¨%1῭1 ·¨-῭2;51 ῭, ;5/ 8-·῭%12/ ∆. Ε¨Γ-3΅ ῭῝5·¨%1῭1 ΅ ᾿/¨·Φ·῝῭/ %1´ f ῭%· ∆

·5·2·*,%/- 3·0, ῭῝5·¨%1῭1 F ᾿·῝ ,Δ5/- ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· ∆ 3/- -῭Γ+,-:

F↓(x) = f (x) Φ-/ 3·0, x → ∆

·´()*΅῭ %4.

῭) (·0·´

+) Λ῾῭%῟

,) Λ῾῭%῟

-) Λ῾῭%῟

.) (·0·´

!¨΅῭%·´ (·)*·´ MSc ./012/%-3῟´, !¨΅῭%·´ Α/%῭/58¨΅´, http://liveyourmaths.com 2
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!¨΅῭ /

·´()*΅῭ /1.

Θ/ ᾿¨·῭8-·¨Δ῭·῝2, %1 ῭῝5·¨%1῭1 h(x) = ( f ⇒ g)(x).

• 6,8Δ· ·¨-῭2·+:

D f⇒g =
{

x → Dg 3/- g(x) → D f

}

=

{

x > 2 3/-
⇑

x ↔ 2 + 1 > 1

}

=

{

x > 2 3/-
⇑

x ↔ 2 > 0

}

= (2,+⇓) ! ⇔.

ΜΕ¨/, D f⇒g = (2,+⇓) ! ⇔, ·᾿῟%, ·¨Δ*,%/- 1 ᾿¨·:1 %1´ ῭+50,῭1´ %1´ g 2, %15 f .

• Κ+᾿·´:

( f ⇒ g)(x) = f (g(x)) = 2 ln(g(x) ↔ 1)

= 2 ln
(⇑

x ↔ 2 + 1 ↔ 1

)

= 2 ln
⇑

x ↔ 2

= 2 · 1
2

ln(x ↔ 2) = ln(x ↔ 2).

Κ,7-3·, h(x) = ( f ⇒ g)(x) = ln(x ↔ 2), x → (2,+⇓).

·´()*΅῭ /2.

%01-.23* ῭4)25)´.62΅1)*)῭7

187 )´1087

!¨΅῭%·´(. Γ-/ %῝Γ/Δ/ x1, x2 → (2,+⇓) 2, h(x1) = h(x2):

ln(x1 ↔ 2) = ln(x2 ↔ 2)
ln ‘1-1’
=====↘ x1 ↔ 2 = x2 ↔ 2 =↘ x1 = x2.

ΜΕ¨/ 1 h ,Δ5/- «1-1», ·᾿῟%, /5%-῭%¨;Ι,%/-. ↭

287 )´1087

!¨΅῭%·´(. Ν ῭῝5·¨%1῭1 h ,Δ5/- ῭῝5,Γ΅´ ῭%· (2,+⇓) ῾´ ῭+50,῭1 2,%/:+ ῭῝5,Γ45 ῭῝5/¨%΅῭,῾5. Ν h ,Δ5/-

᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· (2,+⇓) 2,:

h↓(x) = (ln(x ↔ 2))↓ =
1

x ↔ 2
(x ↔ 2)↓ =

1

x ↔ 2
> 0 /Ι·+ x > 2.

ΜΕ¨/ h↓(x) > 0, ·᾿῟%, /᾿῟ Φ5῾῭%῟ Ο,4¨12/ 1 h Φ51῭Δ῾´ /+:·῝῭/ ( ) ῭%· (2,+⇓). Α/%· ῭῝5;᾿,-/,

/5%-῭%¨;Ι,%/- /᾿῟ ·77· Φ5῾῭%῟ Ο,4¨12/. ↭

3 !¨΅῭%·´ (·)*·´ MSc ./012/%-3῟´, !¨΅῭%·´ Α/%῭/58¨΅´, http://liveyourmaths.com

http://liveyourmaths.com
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·9´.5* ῭4):5)´8·*7 5῾4ά´)*5*7

187 )´1087

9Δ5/- h(x) = ln(x ↔ 2), x > 2.

εϑ́ϖϱ y = h(x) ↗↘ y = ln(x ↔ 2) ↗↘ ey
= x ↔ 2 ↗↘ x = ey

+ 2.

Ε᾿/-%4 ey
+ 2 > 2 ↗↘ ey > 0, ᾿·῝ -῭Γ+,-. ΜΕ¨/ x = ey

+ 2, y → R, ΅ h↔1(y) = ey
+ 2, y → R.

Ε5%-3/0-῭%4 y 2, x:

h↔1(x) = ex
+ 2, x → R.

287 )´1087

Π¨Δ῭3·῝2, %· ῭+5·7· %-245 %1´ h. 9Δ5/- h↓(x) =
1

x ↔ 2
> 0 =↘ h ῭%· (2,+⇓), ·᾿῟%,:

h
(

(2,+⇓)
) h ῭῝5,Γ΅´

===

h ῭%· (2,+⇓)

(

lim
x⇐2+

h(x), lim
x⇐+⇓

h(x)
)

.

lim
x⇐2+

h(x) = lim
x⇐2+

ln(x ↔ 2). εϑ́ϖϱ x ↔ 2 = u, ῟%/5 x⇐ 2
+
=↘ u⇐ 0

+.

lim
u⇐0+

ln u = ↔⇓ (Ο,῾¨Δ/).

lim
x⇐+⇓

ln(x ↔ 2) = +⇓ (εϑ́ϖϱ x ↔ 2 = t, t ⇐ +⇓).

ΜΕ¨/, h
(

(2,+⇓)
)

= R.

Κ,7-3·, εϑ́ϖϱ y = h(x) ↗↘ y = ln(x ↔ 2) ↗↘ ey
= x ↔ 2 ↗↘ x = ey

+ 2 ↗↘ h↔1(y) = ey
+ 2, y → R, ΅

h↔1(x) = ex
+ 2, x → R.

387 )´1087

.᾿·¨·+2, ,᾿Δ῭1´, 5/ 7+῭·῝2, %15 ,:Δ῭῾῭1: y = h(x) ῾´ ᾿¨·´ x 2, -῭·8῝5/2Δ,´ 3/- 5/ /᾿·8,Δ:·῝2, ῟%-

/῝%΅ ;Γ,- 2·5/8-3΅ 7+῭1.

ΜΕ¨/, ;Γ·῝2, /᾿·8,Δ:,- 2, %·5 %¨῟᾿· /῝%῟ ῟%- 1 ῭῝5·¨%1῭1 h ,Δ5/- 1-1 3/- %/῝%῟Γ¨·5/ Χ¨Δ῭3·῝2, 3/- %15

/5%Δ῭%¨·Ι΅ %1´!

·´()*΅῭ /3.

Θ/ ῝᾿·7·ΦΔ῭·῝2, %· ῟¨-· lim
x⇐2

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

.
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187 )´1087

lim
x⇐2

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

= lim
x⇐2+

(

h(x) ·
f (x) ↔ f (2)

x ↔ 2

)

/Ι·+ f (2) = 2 ln(2 ↔ 1) = 2 ln 1 = 2 · 0 = 0 =↘ f (2) = 0.

ΜΡ2῾´, lim
x⇐2+

f (x) ↔ f (2)

x ↔ 2
= f ↓
+
(2).

9Δ5/- 1 f ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· (1,+⇓), ·¨/ 3/- ῭%· 2, 2,:

f ↓(x) = (2 ln(x ↔ 1))↓ = 2(ln(x ↔ 1))↓ =
2

x ↔ 1
(x ↔ 1)↓ =

2

x ↔ 1
,

·᾿῟%, f ↓(2) =
2

2 ↔ 1
= 2 =↘ f ↓

+
(2) = 2.

9᾿Δ῭1´, lim
x⇐2

h(x) = lim
x⇐2+

h(x) = lim
x⇐2+

ln(x↔ 2) = ↔⇓ /᾿῟ ᾿¨·1Φ·+2,5· ,¨4%12/. Η17/8΅, lim
x⇐2+

h(x) = ↔⇓.

Κ,7-3·:

lim
x⇐2

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

= lim
x⇐2+

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

= (↔⇓) · 2 = ↔⇓,

΅

lim
x⇐2

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

= ↔⇓.

287 )´1087

Θ/ ῝᾿·7·ΦΔ῭·῝2, %· ῟¨-· lim
x⇐2

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

.

ΜΡ2῾´, lim
x⇐2

f (x)

x ↔ 2

( 0

0
)
==

(DLH)
lim
x⇐2

f ↓(x)

(x ↔ 2)↓
= lim

x⇐2

2

x↔1
1
= 2, ΅

lim
x⇐2

f (x)

x ↔ 2
= 2.

lim
x⇐2

h(x) = lim
x⇐2+

h(x) = lim
x⇐2+

ln(x ↔ 2) = lim
u⇐0+

ln u = ↔⇓ (εϑ́ϖϱ x ↔ 2 = u, ῟%/5 x⇐ 2
+
=↘ u⇐ 0

+).

Κ,7-3·:

lim
x⇐2

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

= lim
x⇐2+

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

= ↔⇓,

΅

lim
x⇐2

(

h(x) ·
f (x)

x ↔ 2

)

= ↔⇓.
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!¨΅῭ ᾿

·´()*΅῭ ᾿1.

9Δ5/- f : R⇐ R 2, f (x) =
ςx3 + µx

x2 + 1
, ς, µ → R.

• ΕΙ·+ 1 f ;Γ,- ·¨-*῟5%-/ /῭+2᾿%῾%1 ῭%· +⇓, %῟%, lim
x⇐+⇓

f (x) = l, l → R.

Η17/8΅, ,·5 ς ! 0 %῟%, Ο/ ;Γ·῝2,:

lim
x⇐+⇓

ςx3 + µx

x2 + 1
= lim

x⇐+⇓

ςx3

x2
= lim

x⇐+⇓
ςx = ς · lim

x⇐+⇓
x3 =



























+⇓, ς > 0

↔⇓, ς < 0

3/- ῭%-´ 8+· ᾿,¨-᾿%4῭,-´ lim
x⇐+⇓

f (x) = ±⇓ " R.

Α/%· ῭῝5;᾿,-/, ᾿¨;᾿,- ς = 0 Φ-/ 5/ ;Γ·῝2, lim
x⇐+⇓

f (x) = l, l → R.

Γ-/ ς = 0, ;Γ·῝2, f (x) =
µx

x2 + 1
, x → R 3/- µ → R. Κ῟%,, f (x) =

µx

x2 + 1
, µ → R

lim
x⇐+⇓

µ ·
x

x2 + 1
= lim

x⇐+⇓
µ ·

x

x2
(

1 +
1

x2

) = lim
x⇐+⇓

µ ·
1

x
(

1 +
1

x2

) = µ · lim
x⇐+⇓















1

x
·

1

1 +
1

x2















= µ · 0 · 1 = 0

Λ῝5,᾿4´, 8,5 Γ¨,-·*·5%/- ᾿,¨-᾿%4῭,-´ Φ-/ %· µ.

• ΕΙ·+ 1 C f ,Ι·᾿%,%/- ῭%15 y = x ῭%· O(0, 0), %῟%, f ↓(0) = 1.

Ν ῭῝5·¨%1῭1 f ,Δ5/- ῭῝5,Γ΅´ ῾´ ¨1%΅ 3/- ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· R 2,:

f ↓(x) =



µx

x2 + 1

↓
=

(µx)↓(x2 + 1) ↔ µx(x2 + 1)↓

(x2 + 1)2
=

µ(x2 + 1) ↔ µx · 2x

(x2 + 1)2
=

µ(x2 + 1) ↔ 2µx2

(x2 + 1)2
,

·᾿῟%, f ↓(0) = 1 ↗↘ µ ↔ 0

1
= 1 ↗↘ µ = 1.

Κ,7-3·, ς = 0 3/- µ = 1, ·᾿῟%, f (x) =
x

x2 + 1
, x → R.

6¨·Φ2/%-, Φ-/ %-´ %-2;´ /῝%;´ 3Σ0 3/- 2Σ1, 1 ῭῝5·¨%1῭1 f -3/5·᾿·-,Δ 3/- %·῝´ 8+· ᾿,¨-·¨-῭2·+´.

·´()*΅῭ ᾿2.

2) ;848)84:῭ ῟῭2 ῭῟´1)῭)῭

Ν f ,Δ5/- ῭῝5,Γ΅´ ῾´ ¨1%΅ 3/- ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· R 2,:

f ↓(x) =



x

x2 + 1

↓
=

(x)↓(x2 + 1) ↔ x(x2 + 1)↓

(x2 + 1)2
=

x2 + 1 ↔ 2x2

(x2 + 1)2
=

1 ↔ x2

(x2 + 1)2
.

Π¨Δ῭3·῝2, %· ᾿¨῟῭12· %1´ f ↓:

• f ↓(x) = 0 ↗↘ 1 ↔ x2

(x2 + 1)2
= 0 ↗↘ 1 ↔ x2 = 0 ↗↘ x2 = 1 ↗↘ |x| = 1.
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• f ↓(x) > 0 ↗↘ 1 ↔ x2

(x2 + 1)2
> 0

(x2+1)2>0
↗↘ 1 ↔ x2 > 0 ↗↘ x2 < 1 ↗↘ ↔1 < x < 1.

• f ↓(x) < 0 ↗↘ 1 ↔ x2

(x2 + 1)2
< 0

(x2+1)2>0
↗↘ 1 ↔ x2 < 0 ↗↘ x2 > 1 ↗↘ x > 1 ΅ x < ↔1.

Λ῝5,᾿4´,;Γ·῝2, %·5 /3῟7·῝0· ᾿Δ5/3/ 2,%/Χ·745:

x ↔⇓ ↔1 1 +⇓

f ↓ ↔ 0 + 0 ↔

f ↖ ↔ 1

2
↙ 1

2
↖

ΜΕ¨/, 1 f ,Δ5/- Φ51῭Δ῾´ Ι0Δ5·῝῭/ ῭%· (↔⇓,↔1] 3/- ῭%· [1,+⇓), ,54 ,Δ5/- Φ51῭Δ῾´ /+:·῝῭/ ῭%· [↔1, 1].

6/¨·῝῭-·*,- 8, ῭%1 Ο;῭1 x = ↔1 %·᾿-3῟ ,7·Γ-῭%· f (↔1) = ↔1
1 + 1

= ↔ 1
2

3/- ῭%1 Ο;῭1 x = 1 %·᾿-3῟

2;Φ-῭%· f (1) =
1

1 + 1
=

1

2
.

22) Α948Β8 )2΅(4 ῟῭2 0Β῝Δ87 ´2Ε(4

9Δ5/- A1 = (↔⇓,↔1]:

f (A1)
f ῭῝5,Γ΅´ ῭%· A1

==

f∝ ῭%· A1



f (↔1), lim
x⇐↔⇓

f (x)
)

.

f (↔1) = ↔ 1

2
, lim

x⇐↔⇓
f (x) = lim

x⇐↔⇓

x

x2 + 1
= lim

x⇐↔⇓

x

x2
= lim

x⇐↔⇓

1

x
= 0.

ΜΕ¨/ f (A1) =


↔ 1

2
, 0
)

.

9Δ5/- A2 = [↔1, 1], ·¨/:

f (A2)
f ῭῝5,Γ΅´ ῭%· A2

==

f′ ῭%· A2



f (↔1), f (1)


=



↔ 1

2
, 1
2



.

9Δ5/- A3 = [1,+⇓), ·¨/:

f (A3)
f ῭῝5,Γ΅´ ῭%· A3

==

f∝ ῭%· A3



lim
x⇐+⇓

f (x), f (1)



=

(

0, 1
2



.

lim
x⇐+⇓

f (x) = lim
x⇐+⇓

x

x2 + 1
= 0.

Κ,7-3·:

f (R) = f (A1) ∞ f (A2) ∞ f (A3)

=



↔ 1

2
, 0
)

∞


↔ 1

2
, 1
2



∞
(

0, 1
2



=



↔ 1

2
, 1
2



,

΅ f (R) =



↔ 1
2
,
1

2



.

Ρ῝῭-/῭%-3·, %/ /3¨῟%/%/ ᾿·῝ Χ¨΅3/2, ᾿-· ᾿·5῾ ῭%· ,¨4%12/, ,Δ5/- ·7-3·!

Θ/ Χ¨·+2, %· ᾿7΅0·´ %῾5 ¨-*45 %1´ ,:Δ῭῾῭1´ f (x) = a2
+

1

2
Φ-/ 3·0, a → R.

9Δ5/- a2 ∈ 0 ↗↘ a2
+

1

2
∈ 1

2
. 9᾿Δ῭1´, ↔ 1

2
≃ f (x) ≃ 1

2
/Ι·+ f (R) =



↔ 1
2
,
1

2



.

ΜΕ¨/ a2
+

1

2
∈ 1

2
, 2, %15 -῭῟%1%/ 5/ -῭Γ+,- Φ-/ a = 0.
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• Ε5 a = 0: f (x) =
1

2
↗↘ x = 1 (Ο;῭1 /3¨῟%/%·῝). ΜΕ¨/ ΅:῭ ´:Ε῭, x = 1.

• Ε5 a ! 0: a2 > 0 ↗↘ a2
+

1

2
>

1

2
, ·᾿῟%, 1 ,:Δ῭῾῭1 f (x) = a2

+

1

2
,Δ5/- /8+5/%1 (,3%῟´ ῭῝5῟7·῝

%-245). Λ῝5,᾿4´, ῟῭΅:῭ ´:Ε῭.

·´()*΅῭ ᾿3.

Μ9Γ·῝2,: Iφ =



1

0

x2φ+1

x2 + 1
dx.

2)

Iφ+1 =



1

0

x2(φ+1)+1

x2 + 1
dx =



1

0

x2φ+3

x2 + 1
dx.

ΜΕ¨/:

Iφ + Iφ+1 =



1

0

x2φ+1

x2 + 1
dx +



1

0

x2φ+3

x2 + 1
dx =



1

0

x2φ+1 + x2φ+3

x2 + 1
dx

=



1

0

x2φ(x + x3)

x2 + 1
dx =



1

0

x2φ · x(1 + x2)

x2 + 1
dx

=



1

0

x2φ+1 dx =



1

0

(

x2φ+2

2φ + 2

)↓

dx =



x2φ+2

2φ + 2

1

0

=

1

2φ + 2
↔ 0 =

1

2φ + 2
, φ → N.

ΜΕ¨/, Iφ + Iφ+1 =
1

2φ + 2
, φ → N.

22)

9Δ5/- Φ-/ φ = 0 (/Ι·+ φ → N):

I0 =



1

0

x

x2 + 1
dx =



1

0

1

2
·

2x

x2 + 1
dx =

1

2



1

0

(x2 + 1)↓

x2 + 1
dx =

1

2



1

0

(

ln(x2 + 1)
)↓

dx

=

1

2



ln(x2 + 1)
1

0
=

1

2

(

ln(1 + 1) ↔ ln(0 + 1)
)

=

1

2
(ln 2 ↔ ln 1) =

1

2
ln 2.

ΜΕ¨/, I0 =
ln 2

2
.

Ε᾿῟ ῭Γ;῭1 ῭%· ,¨4%12/ -) ;Γ·῝2, I0 + I1 =
1

2 · 0 + 2
=

1

2
Φ-/ φ = 0, ·᾿῟%,:

I1 =
1

2
↔ I0 =

1

2
↔ ln 2

2
=

1 ↔ ln 2

2
.

Ε᾿῟ %1 ῭Γ;῭1 Iφ + Iφ+1 =
1

2φ + 2
Φ-/ φ = 1:

I1 + I2 =
1

4
↗↘ I2 =

1

4
↔ I1 =

1

4
↔ 1 ↔ ln 2

2
=

1

4
↔ 2 ↔ 2 ln 2

4
=

1 ↔ (2 ↔ 2 ln 2)

4
=

1 ↔ 2 + 2 ln 2

4
=

2 ln 2 ↔ 1

4
.

I2 =
ln 2

2
↔ 1

4
.
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!¨΅῭ Φ

·´()*΅῭ Φ1.

!¨΅῭%·´(. 9Δ5/-:

• 0 < g(x) < 1, ∋x → R,

• g↓(x) ! ↔1, ∋x → R.

Θ,῾¨4 ῭῝5·¨%1῭1 h(x) = g(x) + x, x → [↔1, 0].

Ν h ,Δ5/- ῭῝5,Γ΅´ ῭%· [↔1, 0] ῾´ ᾿¨·:,-´ 2,%/:+ ῭῝5,Γ45 ῭῝5/¨%΅῭,῾5.

• h(↔1) = g(↔1)+ (↔1) = g(↔1)↔ 1 < 0, /Ι·+ 0 < g(x) < 1, ∋x → R, ·¨/ 3/- Φ-/ x = ↔1: 0 < g(↔1) < 1 =↘

g(↔1) ↔ 1 < 0.

• h(0) = g(0) + 0 = g(0) > 0, 8-῟%- 0 < g(x) < 1, ∋x → R, ·¨/ 3/- Φ-/ x = 0, g(0) > 0.

Λ῝5,᾿4´, ᾿71¨·+5%/- ·- ᾿¨·Τ᾿·0;῭,-´ %·῝ Ο,῾¨΅2/%·´ Bolzano. ΜΕ¨/ ῝᾿·¨Γ,- %·῝7·Γ-῭%·5 ;5/

x1 → (↔1, 0): h(x1) = 0, =↘ g(x1) + x1 = 0.

;84῭-2῟1)*)῭ )*7 ´:Ε῭7 x1

187 )´1087

!¨΅῭%·´(. Μ9῭%῾ ῟%- 1 h ;Γ,- 3/- ·771 ¨Δ*/ ῭%· (↔1, 0) 2, x1 ! x2, x2 1 8,+%,¨1 ¨Δ*/. !῾¨Δ´ Χ7·Χ1 %1´

Φ,5-3῟%1%/´, 2᾿·¨4 5/ ῝᾿·0;῭῾ ῟%- x1 < x2. Ρ᾿῟%, 1 h ῭῝5,Γ΅´ ῭%· [x1, x2], 1 h ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%·

(x1, x2) 2,, h(x1) = h(x2) = 0. Ε᾿῟ Θ.Rolle:

△ω → (x1, x2) ↑ (↔1, 0) : h↓(ω) = 0.

Ε77· h↓(x) = (g(x) + x)↓ = g↓(x) + 1, 3/%· ῭῝5;᾿,-/:

h↓(ω) = 0 ↗↘ g↓(ω) + 1 = 0 ↗↘ g↓(ω) = ↔1.

ΜΕ%·᾿·, /Ι·+ g↓(x) ! ↔1, ∋x → R. ↭

287 )´1087

!¨΅῭%·´(. Μ9Γ·῝2, /᾿·8,Δ:,- ῟%- 1 ,:Δ῭῾῭1 g(x) + x = 0 ;Γ,- %·῝7·Γ-῭%·5 2Δ/ ¨Δ*/ ῭%· (↔1, 0). 9Δ5/-

h(x) = g(x) + x 1 ·᾿·Δ/ ῭῝5,Γ΅´ 3/- ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· R 2, h↓(x) = g↓(x) + 1 ! 0 /Ι·+ g↓(x) ! ↔1

(,:Μ ῝᾿·0;῭,῾´). Ν h↓ ,Δ5/- ῭῝5,Γ΅´ /Ι·+ g↓ ῭῝5,Γ΅´ ,:Μ ῝᾿·0;῭,῾´, 3/- h↓(x) ! 0, ·᾿῟%, /᾿῟ ῭῝5;᾿,-,´

Ο,῾¨΅2/%·´ Bolzano 1 h↓(x) 8-/%1¨,Δ ᾿¨῟῭12· ῭%· [↔1, 0]. Η17/8΅, h↓(x) > 0 ∋x → [↔1, 0] ΅ h↓(x) < 0

∋x → [↔1, 0]. Η17/8΅ 1 h ,Δ5/- Φ51῭Δ῾´ 2·5῟%·51 ῭%· [↔1, 0], ·᾿῟%, %· x1 2·5/8-3῟. ↭

↭
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·´()*΅῭ Φ2.

Μ9Γ·῝2,:

f (x) =



























x2(g(x) + x), x → (↔⇓, 0)

2↼µx + ϑ↽x ↔ ςx, x →


0, ⇀
2

)

ΕΙ·+ 1 f ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· (↔⇓, ⇀
2
), %῟%, ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 3/- ῭%· 0. Η17/8΅:

lim
x⇐0↔

f (x) ↔ f (0)

x ↔ 0
= lim

x⇐0+

f (x) ↔ f (0)

x ↔ 0
.

lim
x⇐0↔

f (x) ↔ f (0)

x ↔ 0
= lim

x⇐0↔

x2(g(x) + x)

x
= lim

x⇐0↔



(g(x) + x) · x


= g(0) · 0 = 0.

lim
x⇐0+

f (x) ↔ f (0)

x ↔ 0
= lim

x⇐0+

2↼µx + ϑ↽x ↔ ςx
x

= lim
x⇐0+



2
↼µx

x
+

ϑ↽x

x
↔ ς


. (1)

6-· /᾿7·: lim
x⇐0+

ϑ↽x

x
= lim

x⇐0+

↼µx

x · ⇁υφx
= lim

x⇐0+

↼µx

x
·

1

⇁υφx
= 1 · 1 = 1.

Ε᾿῟ ῭Γ;῭1 (1):

lim
x⇐0+



2
↼µx

x
+

ϑ↽x

x
↔ ς


= 2 · 1 + 1 ↔ ς = 3 ↔ ς.

ΕΙ·+ %/ ῟¨-/ ῝᾿·¨Γ·῝5 3/- ,Δ5/- ᾿¨/Φ2/%-3·Δ /¨-02·Δ.

Κ῟%,, Ο/ ;Γ·῝2, lim
x⇐0↔

f (x) ↔ f (0)

x ↔ 0
= lim

x⇐0+

f (x) ↔ f (0)

x ↔ 0
↗↘ 0 = 3 ↔ ς ↗↘ ς = 3.

·´()*΅῭ Φ3.

Θ/ ᾿¨;᾿,- 5/ 8,Δ:·῝2, ῟%-:

2) f (x) ∈ 0 5)8


0, ⇀
2

)

9Δ5/- f (x) = 2↼µx + ϑ↽x ↔ 3x, x →


0, ⇀
2

)

, 2, ς = 3.

Ν f ,Δ5/- ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%·


0, ⇀
2

)

2,:

f ↓(x) = (2↼µx + ϑ↽x ↔ 3x)↓ = 2⇁υφx +
1

⇁υφ2x
↔ 3 =

2⇁υφ3x + 1 ↔ 3⇁υφ2x

⇁υφ2x
.

9:,%·*῾ %·5 /¨-021%΅: 2⇁υφ3x ↔ 3⇁υφ2x + 1.

Ε5/᾿%+῭῭῾: ↔3⇁υφ2x = ↔2⇁υφ2x ↔ ⇁υφ2x, ·᾿῟%,:

2⇁υφ3x ↔ 3⇁υφ2x + 1 = 2⇁υφ2x(⇁υφx ↔ 1) + 1 ↔ ⇁υφ2x

= 2⇁υφ2x(⇁υφx ↔ 1) + (1 ↔ ⇁υφx)(1 + ⇁υφx)

= 2⇁υφ2x(⇁υφx ↔ 1) ↔ (⇁υφx ↔ 1)(1 + ⇁υφx)

= (⇁υφx ↔ 1)


2⇁υφ2x ↔ (1 + ⇁υφx)


= (⇁υφx ↔ 1)(2⇁υφ2x ↔ ⇁υφx ↔ 1).
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6/¨/Φ·5%·᾿·-4 2⇁υφ2x ↔ ⇁υφx ↔ 1:

2⇁υφ2x ↔ ⇁υφx ↔ 1 = 2⇁υφ2x ↔ 2⇁υφx + ⇁υφx ↔ 1

= 2⇁υφx(⇁υφx ↔ 1) + (⇁υφx ↔ 1)

= (⇁υφx ↔ 1)(2⇁υφx + 1).

ΜΕ¨/:

f ↓(x) =
(⇁υφx ↔ 1)2(2⇁υφx + 1)

⇁υφ2x
∈ 0,

8-῟%-:

• ⇁υφx ≃ 1 ↗↘ ⇁υφx ↔ 1 ≃ 0, /77· (⇁υφx ↔ 1)2 ∈ 0,

• 2⇁υφx + 1 > 0, ∋x → [0, ⇀
2
) /Ι·+ ⇁υφx > 0,

• ⇁υφ2x > 0.

Υ/ ,᾿-῭12/50,Δ ,84 ῟%-, 2᾿·¨·+2, 5/ 3·5·῝2, Γ¨΅῭1 ῭Γ΅2/%·´ Horner, Φ5῾῭%῟ /᾿῟ ΜΕ7Φ,Χ¨/ ΠΜ (῝3,Δ·῝,

Φ-/ %/Γ+%,¨1 Δ῭῾´ ᾿/¨/Φ·5%·᾿·Δ1῭1 3/- ᾿·7- ᾿¨·Ι/54´ Ο/ 3/%/7΅:·῝2, ῭%· Δ8-· /᾿·%;7,῭2/!

Κ,7-3·, f ↓(x) ∈ 0 2, %15 -῭῟%1%/ 5/ -῭Γ+,- 2῟5· Φ-/ x = 0. ΜΕ¨/, 1 f ῭%·


0, ⇀
2

)

, ·᾿῟%, Φ-/ x ∈ 0:

f (x) ∈ f (0) = 0 =↘ f (x) ∈ 0, ∋x →


0,
⇀

2



.

22) Γ .3:5Η5* 3 f (x) = ⇀ ¨Ι.2 ῭῟´2+(7 ΅:῭ ´:Ε῭ x2

Θ/ 8,Δ:·῝2, ῟%- 1 ,:Δ῭῾῭1 3 f (x) = ⇀ ↗↘ f (x) =
⇀

3
;Γ,- /3¨-Χ4´ 2Δ/ ¨Δ*/, ;῭%῾ x2 1 ¨Δ*/ /῝%΅.

Π¨Δ῭3·῝2, %· ῭+5·7· %-245 %1´ f :

f
(

0, ⇀
2

)) f ῭῝5,Γ΅´
===

f′ ῭%· [0, ⇀
2

)



f (0), lim
x⇐ ⇀

2

↔
f (x)
)

.

f (0) = 2↼µ0 + ϑ↽0 ↔ 3 · 0 = 0 =↘ f (0) = 0.

lim
x⇐ ⇀

2

↔
f (x) = lim

x⇐ ⇀
2

↔
(2↼µx + ϑ↽x ↔ 3x).

῞᾿·7·ΦΔ*῾ lim
x⇐ ⇀

2

↔
ϑ↽x = lim

x⇐ ⇀
2

↔

↼µx

⇁υφx
= lim

x⇐ ⇀
2

↔
↼µx ·

1

⇁υφx
. ΜΡ2῾´ lim

x⇐ ⇀
2

↔
⇁υφx = 0 3- ⇁υφx > 0 3·5%· ῭%· ⇀

2

↔
,

·¨/ /᾿῟ Φ5῾῭%΅ -8-῟%1%/ lim
x⇐ ⇀

2

↔

1

⇁υφx
= +⇓. Ρ᾿῟%, lim

x⇐ ⇀
2

↔
(↼µx · 1

⇁υφx
) = +⇓.

Ε᾿῟ ῭Γ;῭1 lim
x⇐ ⇀

2

↔
(2↼µx + ϑ↽x ↔ 3x) = +⇓.

ΜΕ¨/, f
(

0, ⇀
2

))

= [0,+⇓).

Η17/8΅,
⇀

3
→ [0,+⇓) =↘ ῝᾿·¨Γ,- x2 →



0, ⇀
2

)

: f (x2) =
⇀

3
, 3/- ,᾿,-8΅ 1 f ,Δ5/- Φ51῭Δ῾´ /+:·῝῭/ /᾿῟

Φ3 2) ,¨4%12/, %· x2 ΅84῭-2῟1.

ΜΕ¨/, 1 ,:Δ῭῾῭1 3 f (x) = ⇀ ;Γ,- 2·5/8-3΅ ¨Δ*/ x2: 3 f (x2) = ⇀, 2, x2 →


0, ⇀
2

)

.
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·´()*΅῭ Φ4.

Θ/ /᾿·8,Δ:·῝2, ῟%-:

2) f (x) ∈ 0 5)8 [x1, 0]

187 )´1087

!¨΅῭%·´(. Θ/ 8,Δ:·῝2, ῟%- f (x) ∈ 0 ῭%· [x1, 0], ΅ x2(g(x) + x) ∈ 0. Ε77·, x2 ∈ 0 ∋x → [x1, 0].

6¨;᾿,-, x2 3/- g(x) + x 5/ ,Δ5/- 8΅15*΅82 1´82.

Ν ῭῝5·¨%1῭1 h(x) = g(x) + x /᾿῟ Φ1 ,Δ5/- 1 h(x) ! 0 ∋x → (x1, 0) /Ι·+ ;Γ,- 2·5/8-3΅ ¨Δ*/ %· x1. Ν h

,Δ5/- ῭῝5,Γ΅´ ῭%· (x1, 0] 3/- 8,5 218,5Δ*,%/- ῭%· (x1, 0]. Ε᾿῟ ῭῝5;᾿,-,´ Θ,῾¨΅2/%·´ Bolzano, 1 ,5 7῟Φ῾

῭῝5·¨%1῭1 8-/%1¨,Δ ᾿¨῟῭12·. Η17/8΅, h(x) > 0 ∋x → (x1, 0] ΅ h(x) < 0 ∋x → (x1, 0].

ΜΡ2῾´ h(0) = g(0) + 0 = g(0) > 0 /Ι·+ g(x) > 0, ∋x → R. Ρ᾿῟%, h(0) = g(0) > 0, 817/8΅ 1 h(x) > 0 ῭%·

(x1, 0], ΅ h(x) ∈ 0 ∋x → [x1, 0].

Κ,7-3·, x2(g(x) + x) ∈ 0 ∋x → [x1, 0], ΅

f (x) ∈ 0 ∋x → [x1, 0].

↭

287 )´1087

!¨΅῭%·´(. Ε᾿῟ Φ1 ,¨4%12/, ;Γ·῝2, Ο;῭,- h(x) = g(x) + x ῭%· [↔1, 0]. Ν h ,Δ5/- ῭῝5,Γ΅´ ῭%· [↔1, 0]

῾´ ᾿¨·:,-´ 2,%/:+ ῭῝5,Γ45 ῭῝5/¨%΅῭,῾5. Ν h ,Δ5/- ᾿/¨/Φ῾ΦΔ῭-21 ῭%· (↔1, 0), /᾿῟ Θ...Κ. (Η-/Ι·¨-3·+

(·Φ-῭2·+) ῝᾿·¨Γ,- ;5/ %·῝7·Γ-῭%·5 ω → (↔1, 0):

h↓(ω) =
h(0) ↔ h(↔1)
0 ↔ (↔1) =

h(0) ↔ h(↔1)
1

= g(0) ↔ (g(↔1) ↔ 1).

ΕΙ·+ 0 < g(x) < 1, ∋x → R, 3- Φ-/ x = 0: g(0) > 0, ·2·Δ῾´ Φ-/ x = ↔1: g(↔1) < 1 ↗↘ 1 ↔ g(↔1) > 0.

Κ,7-3·, h↓(ω) > 0 3/- ,᾿,-8΅ 1 h↓ 8-/%1¨,Δ ᾿¨῟῭12· ῭%· [↔1, 0], %῟%, h↓(x) > 0 ∋x → [↔1, 0], 817/8΅ 1 h ′

῭%· [↔1, 0]. Ρ᾿῟%, ↔1 ≃ x1 ≃ x ≃ 0
h′
==↘ h(x1) ≃ h(x) ≃ h(0). ΕΙ·+ g(x1) + x1 = 0 (Φ1 ,¨4%12/) 3/-

h(0) = g(0) > 0, %῟%, 0 ≃ h(x) ≃ g(0) =↘ h(x) ∈ 0, 817/8΅ g(x) + x ∈ 0 ῭%· [x1, 0].

Κ,7-3·, f (x) = x2(g(x) + x) ∈ 0 ∋x → [x1, 0]. ↭

22) ·9´.5* )8῾ 8Β8῟Β*´(΅῭)87

9Δ5/- E(Ω1) =



0

x1

| f (x)| dx, ῟2῾´ /᾿῟ ,¨4%12/ Φ4 2) ,Δ5/- f (x) ∈ 0 ῭%· [x1, 0], ·᾿῟%, | f (x)| = f (x).

Ε᾿῟ ,¨4%12/ Φ3 22) ;Γ·῝2, 3 f (x2) = ⇀ ↗↘ f (x2) =
⇀

3
(῭´2Δ΅17).

ΜΕ¨/, E(Ω) =

 ⇀/3

x1

| f (x)| dx.
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9Δ5/- E(Ω1) =



0

x1

| f (x)| dx
∆4-
==

f (x)∈0 [x1,0]



0

x1

f (x) dx.

Η17/8΅,



0

x1

f (x) dx =



0

x1

x2(g(x) + x) dx =



0

x1

(x2g(x) + x3) dx

=



0

x1

x2g(x) dx +



0

x1

x3 dx =



0

x1

x2g(x) dx +



x4

4

0

x1

=



0

x1

x2g(x) dx +













0

4
↔

x4
1

4













=



0

x1

x2g(x) dx ↔
x4
1

4
.

Κ,7-3·, E(Ω1) =



0

x1

x2g(x) dx ↔
x4
1

4
. (1)

E(Ω2) =

 ⇀/3

0

| f (x)| dx
∆3-
==

f (x)∈0 [0,⇀/3]

 ⇀/3

0

f (x) dx =

 ⇀/3

0

(2↼µx + ϑ↽x ↔ 3x) dx.

=

 ⇀/3

0

2↼µx dx +

 ⇀/3

0

ϑ↽x dx ↔
 ⇀/3

0

3x dx

= 2

 ⇀/3

0

(-⇁υφx)↓ dx +

 ⇀/3

0

↼µx

⇁υφx
dx ↔ 3



x2

2

⇀/3

0

= 2 [↔⇁υφx]
⇀/3

0
↔
 ⇀/3

0

(⇁υφx)↓

⇁υφx
dx ↔ 3 ·

(⇀/3)2

2

= 2

(

↔⇁υφ ⇀
3
↔ (↔⇁υφ0)

)

↔ [ln(⇁υφx)]
⇀/3

0
↔ ⇀

2/9

2
· 3

= 2

(

↔ 1

2
+ 1

)

↔
(

ln⇁υφ ⇀
3
↔ ln⇁υφ0

)

↔ ⇀
2

6

= 2 · 1
2
↔
(

ln 1

2
↔ 0

)

↔ ⇀
2

6

= 1 ↔ ln 1

2
↔ ⇀

2

6

= 1 ↔ (ln 1 ↔ ln 2) ↔ ⇀
2

6
= 1 + ln 2 ↔ ⇀

2

6
.

Η17/8΅, E(Ω2) = 1 + ln 2 ↔ ⇀
2

6
. (2)

6¨;᾿,- ῟2῾´ Χ·῭,- ῝᾿῟0,῭1´ E(Ω1) = E(Ω2), 817/8΅:



0

x1

x2g(x) dx ↔
x4
1

4
= 1 + ln 2 ↔ ⇀

2

6
. (3)

Κ· *1%·+2,5· Φ¨·Ι,%/-:



0

x1

x3g↓(x) dx =



0

x1

g↓(x)x3 dx =


g(x) · x3
0

x1
↔


0

x1

g(x)(x3)↓ dx

= g(0) · 03 ↔ g(x1) · x
3

1
↔


0

x1

3x2g(x) dx

= ↔g(x1) · x
3

1
↔ 3



0

x1

x2g(x) dx.
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ΕΙ·+ g(x1) + x1 = 0 (Φ1 ,¨4%12/) =↘ g(x1) = ↔x1:

= ↔(↔x1)x3
1
↔ 3



0

x1

x2g(x) dx = x4
1
↔ 3



0

x1

x2g(x) dx. (4)

Ε᾿῟ (3) ῭Γ;῭1 ;Γ·῝2,:



0

x1

x2g(x) dx =
x4
1

4
+ 1 + ln 2 ↔ ⇀

2

6
, ·᾿῟%,:

3



0

x1

x2g(x) dx =
3x4

1

4
+ 3 + 3 ln 2 ↔ ⇀

2

2
.

Ε᾿῟ (4) ῭Γ;῭1 ;Γ·῝2,:



0

x1

x3g↓(x) dx = x4
1
↔

3x4
1

4
↔ 3 ↔ 3 ln 2 +

⇀2

2
=

x4
1

4
+

⇀2

2
↔ 3 ln 2 ↔ 3.



0

x1

x3g↓(x) dx =
x4
1

4
+

⇀2

2
↔ 3 ln 2 ↔ 3.

Α/%· ῭῝5;᾿,-/, /᾿·8,ΔΓ013, %· *1%·+2,5·.
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